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V
Einführung
Solveny II ist auf EU-Ebene derzeit ein wihtigste Projekt im Bereih der Versiherungs-
aufsiht. Leitgedanke hierbei ist der Shutz der Versiherungsnehmer. Ein weiteres Haupt-
ziel ist die Shaung von einheitlihen Wettbewerbsstandards im Versiherungssektor des
europäishen Binnenmarktes, um damit eine weitgehend einheitlihe Aufsihtspraxis in
Europa zu gewährleisten. Im Rahmen des Projektes Solveny II gibt es bereits einen
Entwurf für die Neuregelung der Solvabilitätsvorshriften, also die Höhe des Solvenzka-
pitalbedarfs (SCR = Solveny Capital Requirement), wobei dieser noh geändert werden
kann. Die Wahrsheinlihkeit von Insolvenzen von Versiherungsunternehmen soll durh
eine risikoadäquate Solvenzkapitalanforderung gering gehalten werden, d.h. das Solvenz-
kapital (oder auh Risikokapital) sollte ausreihen, um Verluste abzufedern. Somit wird
der Fortbestand der Versiherungsunternehmen gesihert, damit diese auh zukünftig ih-
ren Verpihtungen aus den Versiherungsverträgen nahkommen können.
Um das SCR nah Solveny II Rihtlinie zu berehnen, stehen die Versiherungsunter-
nehmen in der Umsetzung dieser Anforderungen vor der Wahl, mit dem Standardmodell
oder einem internen Modell zu arbeiten.
Im ersten Modell, welhes in wesentlihen Teilen von der Aufsiht vordeniert ist, erfolgt
die Ermittlung des SCR's durh vorgegebene, standardisierte Berehnungsmethoden, in
denen vereinfahende Annahmen getroen werden.
In der Regel benötigt das Versiherungsunternehmen in seiner Gesamtheit, wegen Risiko-
diversikationen (Diversikation = Streuung), weniger Risikokapital als bei Aufsummie-
rung des Risikokapitals der isoliert betrahteten Geshäftssegmente. Risikodiversikation
bedeutet, dass ein Versiherungsunternehmen möglihst viele unabhängige oder shwah
abhängige Risiken in seinem Bestand halten sollte. Somit treten Diversikationseekte
auf, welhe im Standardmodell bis in die Parametrisierung vorgegeben sind. Dies kann
aber auh bedeuten, dass diese Vorgaben niht für jedes Unternehmen angemessen sind.
In dieser Arbeit soll untersuht werden, ob sih das Standardmodell zur Berehnung des
SCR's eignet, wenn andere Voraussetzungen, als im Standardmodell festgelegt, gegeben
sind und wie sih dabei die Diversikation verändert.
Die Kriterien zur Eignung des Standardmodells sind aus aufsihtsrehtliher Siht und
aus Siht des Versiherungsunternehmens vershieden. Das Versiherungsunternehmen
hat das Ziel möglihst wenig Kapital zu binden und trotzdem die Rihtlinie nah Solven-
y II zu erfüllen. Deshalb ist das Standardmodell aus Siht des Versiherungsunterneh-
mens geeignet, wenn bei der Berehnung mit realen Daten das SCR genauso hoh wie
im Standardmodell oder höher ausfällt.
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Die Aufsiht hat das Hauptziel den Versiherungsnehmer zu shützen. Deshalb ist das
Standardmodell aus Siht der Aufsiht geeignet, wenn bei der Berehnung mit realen
Daten das SCR genauso hoh wie im Standardmodell oder niedriger ausfällt.
Damit die mit dem Standardmodell berehneten Werte untersuht werden können, brauht
man reale Daten, um die Randverteilungen zu erhalten. Des Weiteren werden die Daten
zur Analyse von Abhängigkeiten gebrauht. Diese bestimmen, bei der Simulation mit
dem Copula-Ansatz, die Wahl einer passenden Copula. Die realen Daten sind jedoh
meist niht gut genug, um ein realitätsnahes stohastishes Modell daraus abzuleiten.
Zur Analyse von Abhängigkeiten eignen sie sih oft niht mehr, vor allem, weil meist zu
wenig Informationen zur Abhängigkeit von sehr seltenen Groÿshäden vorhanden sind.
Daher wird in dieser Arbeit durh praxisnahe Annahmen von Randverteilungen und
Abhängigkeitsstrukturen eine reale Risikolage eines Unternehmens simuliert und die
daraus resultierenden Werte mit dem SCR nah Standardansatz verglihen und ausge-
wertet.
Dabei beshränkt sih diese Arbeit auf die Betrahtung des SCR's für das Prämienrisiko,
um auswerten zu können, ob und wie sih die Werte shon in solh einem kleinen Teil
der Gesamtberehnung verändern. Die Berehnung erfolgt in ReMetria.
Das Prämienrisiko wird als unerwarteter Verlust mit groÿem Ausmaÿ deniert, der ent-
steht, wenn die eingenommenen Prämien die Shadenaufwendungen, die aus Gründen
der Unsiherheit bzgl. Zeitpunkt, Häugkeit und Höhe von Versiherungsfällen entste-
hen, niht überdeken können.[35℄
ReMetria ist eine Software für dynamishe Finanzanalysen und Kapitalmodelle. Mit die-
ser Software kann man das gesamte Spektrum der Risikonanzierung, mit Stohastishen
und Szenario-Funktionen, bewerten. Dank einer umfassenden Sammlung an vorbereite-
ten Komponenten lassen sih in kürzester Zeit transparente Risikomodelle generieren.
Die Arbeit ist folgendermaÿen aufgebaut.:
Die benötigten theoretishen Grundlagen werden im ersten bis dritten Kapitel dokumen-
tiert.
Dabei beshäftigt sih das erste Kapitel mit Risikomaÿen, wie diese deniert sind und
welhe Eigenshaften ein gutes Risikomaÿ besitzen sollte. Des Weiteren werden zwei
Risikomaÿe vorgestellt, und zwar der Value at Risk und der Tail Value at Risk; und
vershiedene Arten von Diversikation erläutert.
Im zweiten Kapitel werden vershiedene Abhängigkeitskonzepte behandelt, wobei als Ers-
tes die lineare Korrelation vorgestellt wird.
Als Nähstes wird das Konzept der Copulas erläutert. Dafür wird die Denition der
Copula und der Satz von Sklar eingeführt. Des Weiteren wird die Klasse der ellipti-
shen Copulas und ein sehr bekannter Vertreter dieser Klasse, die Gauÿ-Copula, kurz
vorgestellt. Danah wird die Klasse der arhimedishen Copulas behandelt. Als bekannte
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Vertreter dieser Klasse werden die Gumbel-Copula und die Clayton-Copula aufgeführt.
Als Nähstes wird die Konstruktion von multivariaten arhimedishen Copulas erläutert.
Anshlieÿend wird ein Rangkorrelationsmaÿ vorgestellt, welhes die monotone Abhän-
gigkeit von Zufallsvariablen misst.
Als Letztes wird in diesem Kapitel die Tail Abhängigkeit behandelt. Mit diesem Abhän-
gigkeitsmaÿ misst man die asymptotishe Abhängigkeit von Zufallsvariablen. Dieses Maÿ
ndet in der Praxis oft Verwendung bei Versiherungen, da es gemeinsame Extremereig-
nisse gut darstellt.
Im dritten Kapitel werden die vershiedenen Möglihkeiten zur Berehnung bzw. Simu-
lation des Value at Risk aufgeführt. Als Erstes wird die einfahe Berehnung des Value
at Risk ohne Berüksihtigung von eventuellen Diversikationen beshrieben. Danah
wird der Varianz-Kovarianz-Ansatz aufgeführt sowie die Monte-Carlo-Simulation und
der Copula-Ansatz.
Im vierten und fünften Kapitel wird die praktishe Umsetzung erläutert und die simu-
lierten Werte untersuht.
Dabei beshäftigt sih das vierte Kapitel mit den im Standardmodell vorgegebenen kom-
plexen Anforderungen und Formeln zur Berehnung des SCR's für das Prämienrisiko.
Des Weiteren wird für ein ktives Unternehmen das SCR für das Prämienrisiko unter
Verwendung des Standardmodells berehnet.
Im fünften Kapitel werden die Auswirkungen vershiedener Veränderungen bei der Si-
mulation in ReMetria untersuht und ausgewertet. Dabei werden zuerst die Umsetzung
und Annahmen in ReMetria erläutert. In ReMetria wird das SCR für das Prämienrisi-
ko als Gesamtrisikokapital bezeihnet und mit dem Varianz-Kovarianz-Ansatz und dem
Copula-Ansatz simuliert. Dabei werden speziell die Verteilungen der Risiken variiert und
die Auswirkungen auf das Gesamtrisikokapital und der daraus resultierenden Diversi-
kation untersuht und ausgewertet. Auÿerdem werden die Abhängigkeiten untereinander
verändert und dabei untersuht, ob und wie diese den Diversikationseekt beeinussen.
Des Weiteren wird an einem Beispiel gezeigt, wie sih vershiedenen Verteilungen mit






Risikomaÿe werden dazu verwendet, um Risiken quantizierbar mahen zu können.
2.1 Definition
Ein Risikomaÿ ist eine Abbildung
X 7→ ρ(X) = ρ(FX),
die einem Risiko X mit zugehöriger Verteilungsfunktion FX eine reelle Zahl zuordnet.
Unter Risiko versteht man die Abweihung von einem erwarteten Wert.
2.2 Kohärentes Risikomaß
Ein Risikomaÿ heiÿt kohärent, falls es die folgende Eigenshaften erfüllt:
• Monotonie: Ein Risikomaÿ ρ heiÿt monoton, wenn gilt:
ρ(X1) ≥ ρ(X2) für X1 ≥ X2.
• Positive Homogenität: Ein Risikomaÿ ρ heiÿt positiv homogen, wenn für jedes
Risiko gilt:
ρ(λ ·X) = λ · ρ(X) für λ > 0.
• Translationsinvarianz: Ein Risikomaÿ ρ heiÿt translationsinvariant, wenn für je-
des Risiko gilt:
ρ(X + c) = ρ(X) + c für c ∈ R.
• Subadditivität: Ein Risikomaÿ ρ heiÿt subadditiv, wenn für je zwei Risiken gilt:
ρ(X1 +X2) ≤ ρ(X1) + ρ(X2).
Monotonie bedeutet, dass X2 im Vergleih mit X1 als weniger oder höhstens gleih
riskant eingestuft wird, wenn in jeder Situation bei X2 im Vergleih zu X1 grundsätzlih
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immer kleinere oder höhstens gleihe Verluste auftreten.
Homogenität bedeutet, dass ein Shaden, der sih als λ-fahes eines anderen Shadens
darstellt, auh als λ-mal so riskant eingestuft wird. Niht für alle Arten von Risiken ist
dies selbstverständlih.
Translationsinvarianz bedeutet, dass die Erhöhung des Verlustes um den Betrag  zu
einer Erhöhung des Risikowertes um genau diesen Betrag führt.
Subadditivität bedeutet, dass durh eine Zusammenfassung von zwei Risiken niemals
zusätzlihes Risiko entstehen kann, sondern sih das Gesamtrisiko eher vermindert. Dies
entspriht dem bekannten Prinzip der Risikodiversikation, ist aber niht in jeder Situa-
tion selbstverständlih.
[3℄ [16℄
2.3 Beispiele von Risikomaßen
2.3.1 Value at Risk
Der Value at Risk beshreibt den Betrag einer im Versiherungsunternehmen denierten
Risikoposition, zu einem Kondenzniveau von (1 − α) bezogen auf einen Einjahreszeit-
raum, wobei nur mit einer Wahrsheinlihkeit von höhstens α dieser Wert übershritten
werden kann. Die in der Praxis üblihe Werte für α sind: 0, 05; 0, 01; oder 0, 005.
Dies bedeutet, dass Versiherungen Eigenmittel in einem Umfang zurüklegen sollen, der
sie befähigt, in 199 von 200 Jahren Verluste ohne einen vollständigen Verbrauh ihrer
Eigenmittel verkraften zu können. [13℄
Vereinfaht könnte man auh sagen, dass die einjährige Insolvenzwahrsheinlihkeit da-
durh auf (1− 0, 995) ∗ 100% = 0, 5% festgelegt wird.
Denition 1
Das (1− α)-Quantil α ∈ (0, 1) ist durh die Formel
q1−α(X) = inf{x ∈ R|FX(x) ≥ 1− α}
gegeben, wobei FX die Verteilungsfunktion einer reellen Zufallsvariable X ist.
Der Value at Risk V aRα(X) entspriht aus statistisher Siht dem 1 − α-Quantil der
Wahrsheinlihkeitsverteilung des Risikos X. Im Spezialfall, dass FX invertierbar ist, er-
gibt sih:





In der Praxis wird der Value at Risk als Risikomaÿ oft benutzt. Jedoh besitzt er den
Nahteil, nur in bestimmten Fällen kohärent zu sein.
Das Risikomaÿ V aRα(X) ist monoton, positiv homogen und translationsinvariant. Es
erfüllt die Bedingung der Subadditivität nur für bestimmte Verteilungstypen wie etwa
elliptishe Verteilungen.
Beweis: Es seien c, λ ∈ R und X,Y beliebige Zufallsvariablen.
Monotonie:
Es gelte X ≥ Y fast überall. Dann gilt FX(x) = P (X ≤ x) ≤ P (Y ≤ x) = FY (x) und
daher {x : FX(x) ≥ 1− α} ⊆ {x : FY (x) ≥ 1− α}. Es folgt:
V aRα(X) = inf{x : FX(x) ≥ 1− α} ≥ inf{x : FY (x) ≥ 1− α} = V aRα(Y ).
Positive Homogenität:
Für λ = 0 gilt die Homogenitätseigenshaft trivialer Weise. Ist λ > 0, so gilt:
FλX(x) = P (λX ≤ x)








V aRα(λX) = inf{x : FλX(x) ≥ 1− α}
= inf{x : FX(x
λ
) ≥ 1− α}
= inf{λx : FX(x) ≥ 1− α}








V aRα(X + c) = inf{x : FX+c(x) ≥ 1− α}
= inf{x : FX(x− c) ≥ 1− α}
= inf{x+ c : FX(x) ≥ 1− α}
= c+ inf{x : FX(x) ≥ 1− α}
= V aRα(X) + c.

[3℄ [22℄ [13℄ [16℄
2.3.2 Tail Value at Risk
Für den Fall, dass der Value at Risk übershritten wird, ist der Tail Value at Risk de-
niert als der Erwartungswert aller Verluste, die gröÿer sind als der Value at Risk.
Der Tail Value at Risk (TVaR) oder auh Expeted Shortfall (ES) ist im Gegensatz zum
VaR kohärent, da er die Subadditivitätseigenshaft erfüllt. Diese Eigenshaft gilt aller-
dings im Allgemeinen niht für die Zufallsvariablen X1,X2 mit Verteilungsfunktionen,
die Sprünge haben.
Für eine Zufallsvariable des Verlustes X gilt:
Denition 2
Sei α ∈ (0, 1) und X eine reelle Zufallsvariable. Dann heiÿt:










der Tail Value at Risk (zum Niveau α) von X.
Im Gegensatz zum VaR wird auh die Höhe der extremen Verluste berüksihtigt. Auÿer-




Abbildung 2.1: Darstellung des Value at Risk [22℄
[3℄ [22℄ [16℄
2.4 Diversifikation
Allgemeiner betrahtet, also für eine beliebige Anzahl von Risiken und untershiedlihen
Verlustverteilungen, ist der Diversikationseekt folgendermaÿen deniert:
Denition 3
Es sei ρ : M(Ω,R) 7→ R,X 7→ ρ(X) ein Risikomaÿ. Wir betrahten ein Gesamtsystem
mit mehreren Teilrisiken, die durh die Verlustvariablen Xi ∈ M(Ω,R)(i ∈ 1, ...,m)













Der Diversikationseekt ist für kohärente Risikomaÿe nie negativ.













Bei vorgegebenem Risikomaÿ ρ hängt der Diversikationseekt von der Abhängigkeitss-
truktur der Teilrisiken Xi ab.
Risikodiversikationseekte können realisiert werden, wenn der Korrelationskoezient
zweier Risikofaktoren kleiner als 1 ist. Eine besonders hohe Risikodiversikation erhält
man, wenn die Risiken negativ miteinander korreliert sind. Ob ein positiver Diversikati-
onseekt eintritt, hängt sowohl vom System der Zufallsvariablen als auh vom Risikomaÿ
ab. Einen negativen Diversikationseekt kann es zum Beispiel beim Value at Risk ge-
ben, da dieser nur in bestimmten Fällen kohärent ist.
Es gibt vershiedene Arten von Diversikation, die in [12℄ oder [32℄ nahgelesen werden
können. Hier soll nur kurz die naive Diversikation vorgestellt werden. Die systematishe
Diversikation nah Markowitz wird hier niht behandelt, da eine etwas abgewandelte
Form shon im Kapitel 4.2 erläutert wird.
Bei der naive Diversikation wird unterstellt, dass jede Anlage den gleihen Anteil am
Portfolio besitzt, also: xi = 1/n. Je gröÿer die Anzahl der Anlagen ist, desto kleiner ist
jeder Anteil im Gesamtportfolio.














Damit hängt die Portfoliovarianz von der durhshnittlihen Varianz und der durh-
shnittlihen Kovarianz des Portfolios ab.
Wenn man die Anzahl der Anlagen gegen unendlih gehen lässt, so geht der erste Teil
der Gleihung gegen 0, d.h. für groÿe n hängt damit die Portfoliovarianz im Wesentlihen




In diesem Kapitel werden einige Möglihkeiten vorgestellt, Abhängigkeiten von Zufallsva-
riablen zu messen. Oft werden die Begrie Abhängigkeit, Zusammenhang und Korrelation
als Synonyme benutzt, obwohl sie vershiedene Bedeutungen besitzen. Der Begri der Ab-
hängigkeit verkörpert in diesem Sinn das allgemeinste Konzept. Abhängigkeiten von Risi-
ken können durh einzelne Kennzahlen quantiziert werden, die ganz bestimmte Aspekte
der Abhängigkeit berüksihtigen. Dazu gehören Korrelationskoezienten, Rangkorrela-
tionskoezienten sowie der Tail-Abhängigkeitskoezient. Abhängigkeiten können auh
durh Copulas modelliert werden.
[3℄
3.1 Lineare Korrelationen
Die Korrelation stellt das am häugsten verwendete Maÿ zur Modellierung von Abhängig-
keiten zwishen Zufallsvariablen dar. Die Stärke des linearen Zusammenhangs zwishen
zwei Zufallsvariablen wird durh den Korrelationskoezienten ausgedrükt. Er nimmt
Werte im Intervall von [−1,+1] an.
Bei einem Wert von +1 besteht ein vollständig positiver linearer Zusammenhang zwishen
den betrahteten Merkmalen. Bei einem Wert von -1 ein vollständig negativer linearer
Zusammenhang. Wenn der Korrelationskoezient den Wert 0 besitzt, hängen die beiden
Merkmale niht linear voneinander ab. Allerdings können diese Merkmale trotzdem in
anderer Weise voneinander abhängen.
[16℄
Korrelationskoeffizientenberechnung nach Pearson
Das bekannteste Maÿ der Abhängigkeit zwishen zwei Zufallsvariablen ist der Pearson's
Korrelationskoezient. Dieses Maÿ wird dargestellt als:
Corr(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
V ar(X) · V ar(Y ) ,
wobei die Kovarianz von X und Y gegeben ist durh:
Cov(X,Y ) = E[(X − E(X)) · (Y − E(Y ))] = E(X · Y )− E(X) · E(Y ).
Somit ist die Korrelation also die durh das Produkt der Standardabweihung normierte





Mit Copulas werden Abhängigkeiten zwishen vershiedenen Zufallsvariablen beshrie-
ben, die durh Randverteilungen repräsentiert werden.
Denition 4
Eine Copula ist die gemeinsame Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors im R
n
dessen
Randverteilungen alle gleihverteilt sind. Äquivalent dazu ist eine n−dimensionale Co-
pula eine Funktion C : [0; 1]n → [0; 1], für die folgende drei Eigenshaften gelten müssen:
• C(u1, ..., un) ist in jeder Komponente ui, i = 1, ..., n wahsend.
• C(1, ...1, ui, 1, ...1) = ui für alle i ∈ {1, ..., n}, ui ∈ [0, 1].






(−1)i1+...+inC(u1i1 , ..., unin) ≥ 0,
mit uj1 = aj und uj2 = bj für alle j ∈ {1, ..., n}.
Satz 2 (Satz von Sklar) • Sei F eine multivariate Verteilungsfunktion mit Randver-
teilungsfunktionen F1, ..., Fn. Dann gibt es eine Copula C : [0; 1]
n → [0; 1], sodass
für alle x1, ..., xn ∈ R gilt:
F (x1, ..., xn) = C(F1(x1), ..., Fn(xn)).
Wenn F1, ..., Fn stetig sind, dann ist C eindeutig bestimmt.
• Umgekehrt gilt: Ist C eine Copula und sind F1, ..., Fn eindimensionale Verteilungs-
funktionen, dann ist die durh
F (x1, ..., xn) := C(F1(x1), ..., Fn(xn))
denierte Verteilung eine multivariate Verteilung, die genau die vorgegebenen Rand-
verteilungsfunktionen besitzt.
Beweis siehe Nielhof [21℄ S.11 .
Die erste Aussage besagt, dass sih jede beliebige Verteilung, in ihre Randverteilungen
einerseits und ihre Copula andererseits, zerlegen lässt. Dabei sind in der Copula die Infor-
mationen über die Abhängigkeiten zwishen den Randverteilungen enthalten. Man kann
mittels Copula eine gewünshte Abhängigkeitsstruktur wählen und diese mit beliebigen,
gewünshten Randverteilungen kombinieren. Wenn die einzelnen Randverteilungen stetig
sind, dann ist die Copula sogar eindeutig bestimmt.
Umgekehrt gibt die zweite Aussage des Satzes von Sklar eine Methode an, mit der aus
n Einzelverteilungen eine einzige gemeinsame Verteilung gewonnen werden kann. Dazu
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setzt man die einzelnen Verteilungsfunktionen in eine Copula ein. Die daraus resultieren-
de Funktion F ist dann tatsählih eine Verteilungsfunktion, die auÿerdem die wihtige
Eigenshaft besitzt, dass sie die vorgegebenen Einzelverteilungen als Randverteilung re-
produziert.
Die zweite Aussage des Satzes ist aus Siht des Risikomanagement einer der Hauptgrün-
de, die für den Einsatz von Copulas sprehen. Sie gestattet es, die Modellierung des
gemeinsamen Risikos in zwei getrennte Shritte aufzuteilen:
• Modellierung der Einzelrisiken, d.h. der Verteilungen F1, ..., Fn.
• Wahl des geeigneten Copula-Modells C, das alle Informationen über die Abhängig-
keiten zwishen den Einzelrisiken enthält.
Bei einer Zusammenfassung von Risiken mittels Copulas gehen keine Informationen über
die Einzelrisiken verloren, da die Einzelverteilungen als Randverteilungen von F erhalten
bleiben.
Mit ui := Fi(xi), 1 ≤ i ≤ n folgt aus dem Satz von Sklar:
Theorem 1
Sei F eine n−dimensionale Verteilungsfunktion mit stetigen Randverteilungen F1, ..., Fn
und Copula C. Dann gilt für alle u = (u1, ..., un) ∈ [0; 1]n:
C(u1, ..., un) = F (F
−1
1 (u1), ..., F
−1
n (un)).
Somit ist es möglih, zu einer vorgegebenen Verteilungsfunktion F und Randverteilungen
F1, ..., Fn, die Copula C zu nden. Das heiÿt, die Copula erhält man, indem die Quan-
tilfunktionen der Verteilungen der Einzelrisiken in die gemeinsame Verteilungsfunktion
eingesetzt werden.
Satz 3




ui − n+ 1, 0} ≤ C(u1, ..., un) ≤ min{u1, ...un}.
Die untere Shranke, die gewöhnlih mit W (u1, ..., un) bezeihnet wird, wird auh untere
Fréhet-Hoeding-Shranke genannt.
Die obere Shranke, die gewöhnlih mit M(u1, ..., un) bezeihnet wird, nennt man auh
obere Fréhet-Hoeding-Shranke.




M(u1, ..., un) = min(u1, ..., un) ist für alle n ≥ 2 eine Copula.
Für n = 2 ist W (u1, u2) = max{u1 + u2 − 1, 0} eine Copula.
Für n ≥ 3 ist W (u1, ..., un) = max{
n∑
i=1
ui − n+ 1, 0} keine Copula.
Copulas lassen sih grundsätzlih in drei Gruppen unterteilen:
• Fundamentale Copulas ohne Abhängigkeitsparameter, die wihtige Spezialfälle der
Abhängigkeitsstrukturen darstellen. Die wihtigsten Beispiele dieser Kategorie sind
die Unabhängigkeitsopula, Komotonieopula und die Kontramonotonieopula.
• Implizite Copulas, die mittels des Satzes von Sklar aus bekannten multivariaten
Verteilungen abgeleitet werden und niht notwendigerweise eine geshlossene Form
besitzen wie die elliptishen Copulas.
• Explizite Copulas, die eine einfahe geshlossene Form haben und einem allgemei-
nen mathematishen Bildungsgesetz folgen wie die Arhimedishen Copulas.
Die Unabhängigkeitsopula oder auh Produktopula ist eine Copula, welhe man bei
unabhängigen Zufallsvariablen erhält.
Denition 5
Die Produktopula ist für u = (u1, ..., un) deniert als
n∏
(u) = ui · ... · un.
Für den 2-dimensionalen Fall wird der Graph der Produktopula
∏2(u, v) in der Abbil-
dung dargestellt.
Lemma 1
Sei (X1, ...,Xn) ein Vektor mit stetigen Zufallsvariablen und Copula C.
X1, ...,Xn sind genau dann unabhängig, falls C =
∏n
gilt.
Beweis: Der Beweis folgt direkt aus Sklar's Theorem und der Tatsahe, dass die Zufalls-
variablen X1, ...,Xn genau dann unabhängig sind, falls F (x1, ..., xn) = F1(x1) · ... ·Fn(xn)
für alle (x1, ..., xn) ∈ Rn gilt.
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(a) Produktopula (b) Höhenlinien
Abbildung 3.1: Produktopula
[3℄ [5℄ [21℄ [27℄ [30℄ [16℄
3.2.1 Elliptische Copula
Die Klasse der elliptishen Verteilungen liefert eine groÿe Menge an gemeinsamen Vertei-
lungsfunktionen, welhe die Eigenshaften der multivariaten Normalverteilung besitzen.
Elliptishe Copulas sind die Copulas der elliptishen gemeinsamen Verteilungsfunktion.
Diese Copulas ermöglihen eine einfahe Berehnung der Rangkorrelationskoezienten
und der Tail-Abhängigkeit, da sie einfah zu simulieren sind.
Gauß-Copula
Die Gauÿ-Copula (Normal-Copula) ist die Copula der multivariaten Normalverteilung.
Sei u ein Vektor mit n normalverteilten Werten x, so dass (u1, . . . , un) = (F1(x1), . . . , Fn(xn)),
wobei Fi die Verteilungsfunktion einer Normalverteilung darstellt. Die Gauÿ-Copula ist
deniert als:
CGaR (u) = Φn(Φ
−1(u1), . . . ,Φ
−1(un)),
wobei Φn die gemeinsame Verteilungsfunktion einer n-dimensionalen Standardnormal-
verteilung mit Korrelationsmatrix R und Φ−1 die Quantilsfunktion der univariaten Stan-
dardnormalverteilung ist. Die Gauÿ-Copula gehört zu den elliptishen Copulas, da die
Normalverteilung eine elliptishe Verteilung ist.


















wobei ρ dem Korrelationskoezienten nah Pearson entspriht.
Das Problem bei elliptishen Copulas besteht darin, dass sie von der inversen Vertei-
lungsfunktion abhängen, die selten in expliziter Form vorliegt, da die gemeinsame Ver-
teilungsfunktion und die inversen Randverteilungen nur eine Integraldarstellung besitzen.
Deshalb stellt die Klasse der Arhimedishen Copulas eine wihtige Alternative dar.
[16℄ [30℄
3.2.2 Archimedische Copula
Eine interessante und wihtige Familie von Copulas sind die arhimedishen Copulas. Sie
haben viele positive Eigenshaften, sind einfah durh Generatorfunktionen zu konstru-
ieren und es lassen sih viele untershiedlihe Abhängigkeitsstrukturen modellieren. Die
arhimedishen Copulas haben alle eine geshlossene Form und sind im Gegensatz zu den
elliptishen Copulas niht von Sklar's Theorem abgeleitet.
Eine arhimedishe Copula hängt von ihrem univariaten Generator ab. Um diesen de-
nieren zu können, führen wir zunähst die Pseudo-Inverse ein.
Denition 6
Sei ϕ eine stetige und konvexe Funktion ϕ : [0; 1] → [0;∞], sodass ϕ(1) = 0 und




ϕ−1(t) falls 0 ≤ t ≤ ϕ(0)
0, falls ϕ(0) ≤ t ≤ ∞.
Bemerkung 2:
Folglih ist ϕ[−1] stetig und monoton fallend auf [0;∞] und streng monoton fallend auf
[0;ϕ(0)]. Es gilt ϕ[−1](ϕ(u)) = u auf [0; 1] und
ϕ(ϕ[−1](t)) =
{
t, falls 0 ≤ t ≤ ϕ(0)
ϕ(0), falls ϕ(0) ≤ t ≤ −∞.
Falls ϕ(0) =∞, so gilt ϕ[−1] = ϕ−1.
Um mit einem Generator eine Copula zu denieren, muss die Bedingung gelten die im
folgenden Satz beshrieben ist.
Satz 4
Sei ϕ : [0; 1] → [0;∞] eine stetige und streng monoton fallende Funktion mit ϕ(1) = 0
und sei ϕ[−1] die Pseudo-Inverse von ϕ. Die Funktion C : [0; 1]2 → [0; 1] sei deniert
durh
C(u1, u2) = ϕ
[−1](ϕ(u1) + ϕ(u2)). (3.1)




Somit kann die arhimedishe Copula deniert werden.
Denition 7
Copulas der Form 3.1 nennt man arhimedishe Copulas. Die Funktion ϕ heiÿt Genera-
tor der Copula. Ein solhes ϕ heiÿt strikter Generator, falls ϕ(0) = ∞ und C(u1, u2) =
ϕ[−1](ϕ(u1) + ϕ(u2)) nennt man eine strikte Copula.
Abbildung 3.2: Generator strikter Generator [17℄
Wihtigster Spezialfall:
ϕ(x) = − lnx
mit


















Das Interessante am univariaten Generator ist die Tatsahe, dass die komplette Infor-
mation über die mehrdimensionale Abhängigkeitsstruktur der Zufallsvariablen in ihm
enthalten ist.
Die arhimedishen Copulas haben einige interessante Eigenshaften, die einen einfahen
Umgang mit ihnen ermöglihen.
Satz 5
Sei C eine arhimedishe Copula mit Generator ϕ, so gilt:
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• C ist symmetrish, d.h. für alle u, v ∈ I gilt: C(u, v) = C(v, u)
• C ist assoziativ, d.h. für alle u, v, w ∈ I gilt: C(C(u, v), w) = C(u,C(v,w))
Beweis 2: • Der erste Punkt ergibt sih direkt aus der Denition der arhimedishen
Copula.
• Für (ϕ(u) + ϕ(v) + ϕ(w)) ≤ ϕ(0) gilt oensihtlih
C(C(u, v), w) = ϕ[−1](ϕ(ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v))) + ϕ(w))
= ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v) + ϕ(w))
= ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(ϕ[−1](ϕ(v) + ϕ(w))))
= C(u,C(v,w)).
Dies gilt ebenfalls für (ϕ(u) + ϕ(v) + ϕ(w)) ≥ ϕ(0), denn in diesem Fall gilt
C(C(u, v), w) = C(u,C(v,w)) = 0. (3.2)

Satz 6 (Theorem 4.3.4 Nelson)
Sei C eine arhimedishe Copula mit Generator ϕ und sei KC(t) das C-Maÿ der Menge
{(u, v) ∈ I2|C(u, v) ≤ t} beziehungsweise der äquivalenten Menge {(u, v) ∈ I2|ϕ(u) +
ϕ(v) ≥ ϕ(t)}. Dann gilt für jedes t ∈ I
KC(t) = t− ϕ(t)
ϕ′(t+)
, (3.3)
wobei ϕ+ die rehtsseitige Ableitung von ϕ im Punkt t darstellt.
Beweis siehe [17℄ S. 102.
Lemma 2
Der Zufallsvektor (U, V )T habe als Verteilungsfunktion die arhimedishe Copula C mit
Generator ϕ. Dann ist die Funktion KC , gegeben in 3.3, die Verteilungsfunktion von
C(U, V ).
[25℄ [17℄ [21℄
Kendall’s τ für archimedische Copulas
Für arhimedishe Copulas lässt sih mithilfe des letzten Lemmas zeigen, dass man Ken-
dall's τ nur in Abhängigkeit vom Generator darstellen kann. Dies stellt in den meisten
Fällen eine Vereinfahung dar, da der Generator im Gegensatz zur Copula von nur ei-







ein Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen und einer arhimedishen
Copula C mit Generator ϕ. Dann ist Kendall's τ gegeben durh:






Beweis siehe [21℄ S.59.
Gumbel-Copula
Für die Gumbel-Copula existiert eine einfahe explizite Darstellungsweise, womit die Be-





(− ln t)θ, für t ∈ (0, 1]
∞, für t = 0. (3.4)
mit θ ≥ 1,so ist ϕθ(t) stetig und ϕθ(1) = 0.
Für t ∈ (0, 1) ist ϕ streng monoton fallend, da
ϕ′θ(t) = −θ(− ln t)θ−1/t < 0
gilt. Weiter ist ϕ konvex, da
ϕ′′θ(t) = θ(− ln t)θ−1/t2 + θ(− ln t)θ−2(θ − 1)/t2 > 0
gilt.
Da ϕθ(0) =∞ gilt, ist ϕθ ein strikter Generator.
Mit 3.1 erhalten wir die Gumbel-Copula, die eine strikte Copula ist:
CGuθ (u, v) = ϕ
−1
θ (ϕθ(u) + ϕθ(v)) = exp{−[(− ln u)θ + (− ln v)θ]1/θ},
Für θ = 1 erhalten wir als Spezialfall die Unabhängigkeitsopula und für den Grenzwert
lim
θ→∞
CGuθ erhalten wir die obere Fréhet-Hoeding-Shranke M(u, v) = min(u, v).
Wenn mittels der Gumbel-Copula die Abhängigkeit zwishen Zufallsvariablen modelliert
wird, ist es mithilfe des Parameters θ möglih, sämtlihe positive Abhängigkeiten zwi-
shen Unabhängigkeit (θ = 1) und perfekter Abhängigkeit (θ →∞) abzudeken.
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Die Gumbel-Copula besitzt eine obere, aber keine untere Tailabhängigkeit.
Es gilt λU = 2− 21/θ, λL = 0, denn:


























−1 = 2− 2
1/θ 6= 0
Für das Risikomanagement ist die Gumbel-Copula besonders interessant, da sie höhere
Abhängigkeiten in den Tails der Verteilungen modelliert, die für die Shadenversiherung
wihtig sind. Somit kann man Risiken modellieren, bei denen eine signikante Abhängig-
keit erst bei groÿen Shäden entsteht.
Abbildung 3.3: Simulation der gemeinsamen Verteilung mit der Gumbel-Copula







Mit Satz 6. ergibt sih damit für Kendall's τ
































[3℄ [17℄ [21℄ [25℄
Clayton-Copula
Denition 9
Sei ϕθ(t) = (t
−θ − 1)/θ mit θ ∈ [−1,∞)\{0}, so ist ϕ(t) stetig und ϕθ(1) = 0.













, fürθ ∈ [−1,∞)\{0}
gilt.
Damit ist die Clayton-Copula durh
CClθ (u, v) = max([u
−θ + v−θ − 1]−1/θ, 0)
gegeben.
Für θ > 0 haben wir strikte Copulas und die Form vereinfaht sih zu
CClθ (u, v) = (u
−θ + v−θ − 1)−1/θ.
Bei der Clayton-Copula erhalten wir für θ = −1 die untere Fréhet-Hoeding-Shranke.
Für den Grenzwert lim
θ→0
CClθ erhält man die Unabhängigkeitsopula und für limθ→∞
CClθ er-
hält man die obere Fréhet-Hoeding-Shranke.
Die Clayton-Copula besitzt eine untere, aber keine obere Tailabhängigkeit.
Es gilt λU = 0, λL = 2
−1/θ
. Dies wird analog zur Gumbel-Copula berehnet.
Für die Clayton-Copula mit Generator ϕθ(t) = (t








Mit Satz 6. ergibt sih damit für Kendall's τ





















3.2.3 Multivariate Archimedische Copulas
Im Folgenden wird die Konstruktion einer multivariaten Erweiterung von arhimedishen
2-Copulas erläutert. Für u = (u1, ..., un) lässt sih die n-dimensionale Produktopula
shreiben als:
n∏
(u) = u1 · ... · un = exp(−[(− lnu1) + ...+ (− lnun)]).
Womit folgende Erweiterung der Formel 3.1 nahe liegt:
Cn(u) = ϕ[−1](ϕ(u1) + ...+ ϕ(un)). (3.5)
Diese Copula kann man iterativ aus arhimedishen 2-Copulas gewinnen, indem man
folgendermaÿen vorgeht:
Cn(u1, ..., un) = C(C
n−1(u1, ..., un−1), un).
Im Allgemeinen ist diese Tehnik jedoh niht auf Copulas anwendbar, denn mit ϕ(t) =
1− t als Generator erhält man W n, welhe für n ≥ 3 keine Copula ist. Da arhimedishe
Copulas assoziativ und symmetrish sind, ist mit 3.5 unter bestimmten Voraussetzungen
an den Generator in der Tat eine Copula deniert.
Lemma 3
Falls die Pseudo-Inverse ϕ[−1] eines arhimedishen Generators vollständig monoton ist,
so gilt ϕ[−1](t) > 0,∀t ∈ [0,∞). Das bedeutet ϕ ist strikt und es gilt ϕ[−1] = ϕ−1.
Der folgende Satz gibt die notwendige und hinreihende Bedingung für einen strikten
Generator an, um eine arhimedishe Funktion zu erzeugen:
Satz 8
Sei ϕ : [0, 1] → [0,∞] eine stetige und streng monoton fallende Funktion mit ϕ(0) = ∞
und ϕ(1) = 0. Sei weiter ϕ−1 die Inverse von ϕ. Falls Cn : In → I deniert ist wie in 3.5,
so ist Cn genau dann eine n-Copula für n ≥ 2, falls ϕ−1 vollständig monoton auf [0,∞)





für alle k ∈ N und t > 0.
Die Inversen solher Erzeuger können als Laplae-Transformierte niht-negativer Zufalls-
variablen Z dargestellt werden:
ϕ−1(t) = E(e−tZ), t ≥ 0.
Für die Gumbel-Copula besitzt die Zufallsvariable Z eine spezielle positiv-stabile Vertei-
lung mit Laplae-Transformierter:
ϕ−1(t) = E(e−tZ) = exp−t1/θ, t ≥ 0.
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Die zugehörige Verteilung besitzt keine explizite Darstellung der Dihte oder Verteilungs-
funktion.
Wenn arhimedishe Copulas mit der Bedingung von Satz 8 aufs n-Dimensionale erwei-
tert werden, liefert das folgende Lemma eine Einshränkung. Es besagt nämlih, dass
mit vollständig monotonen Inversen der strikten Generatoren nur positive Abhängigkei-
ten modelliert werden können.
Lemma 4
Falls die Inverse ϕ−1 eines strikten Generators ϕ einer arhimedishen Copula vollständig
monoton ist, dann gilt C ≻∏.
Beweis siehe [17℄ S. 122.




Bei der Rangkorrelation werden die absoluten Zufallsvariablen vernahlässigt, weil nur
noh die Zufallsvariablen auf einer Ordinalskala betrahtet werden. Ein Ausreiÿer al-
lein könnte den Wert eines Rangkorrelationskoezienten kaum beeinussen, da niht die
Ausprägung an sih betrahtet wird, sondern lediglih die Ordnung der Zufallszahlen.
Da Rangkorrelationskoezienten niht die Randverteilungen der jeweiligen Zufallsvaria-
blen berüksihtige, eignen sie sih sehr gut zur Messung von Abhängigkeiten, die von
Copulas dargestellt werden. Zur Auswertung der durh Monte-Carlo-Simulation erzeug-
ten Realisationen wird die empirishe Denition eines speziellen Rangkorrelationsmaÿes
benötigt, auf welhes als erstes eingegangen wird. Dazu wird der Begri der Konkordanz
benötigt. Grob formuliert ist ein Paar von Zufallsvariablen konkordant,wenn groÿe Werte
der einzelnen Zufallsvariablen mit groÿen Werten der anderen verbunden sind bzw. kleine
Werte der einen mit kleinen Werten der anderen.
Denition 10
Es sei (X,Y ) ein reelwertiger Zufallsvariablenvektor mit den Beobahtungen (xi, yi) und
(xj , yj). Dann gilt:
• (xi, yi) und (xj , yj) sind genau dann konkordant, wenn gilt:
(xi < xj ∧ yi < yj) ∨ (xi > xj ∧ yi > yj).
• (xi, yi) und (xj , yj) sind genau dann diskordant, wenn gilt:
(xi < xj ∧ yi > yj) ∨ (xi > xj ∧ yi < yj).
Denition 11 (Empirishes Kendall's tau)






vershiedene Paare (xi, yi) und (xj, yj) in der Beobahtung. Mit c wird die Anzahl
konkordanter Paare und mit d die Anzahl diskordanter Paare bezeihnet, so dass das








) = pc − pd,
wobei pc und pd die Wahrsheinlihkeiten für Konkordanz bzw. Diskordanz sind.




sign[(xi − xj) ∗ (yi − yj)]




1 für x > 0
0, für x = 0
−1, für x < 0
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Denition 12 (Kendall's tau)
Es seien (X,Y ) und (X˜, Y˜ ) zwei unabhängige Kopien der gemeinsamen Verteilungsfunk-
tion F . Dann wird Kendall's tau deniert als die Wahrsheinlihkeit der Konkordanz
minus der Wahrsheinlihkeit der Diskordanz:
τ(X,Y ) = P
(




(X − X˜)(Y − Y˜ ) < 0
)
.
Satz 9 (Kendall's tau mit Copula)
Sei (X,Y ) ein Vektor von Zufallsvariablen mit Copula C. Dann ist Kenndall's tau gegeben
durh:





C(u, v)dC(u, v) − 1.
Beweis siehe [5℄ S.17
Dieses Integral kann man auh als Erwartungswert der Funktion C(U, V ) mit auf I
rehtekverteilten Zufallsvariablen auf [0; 1] auassen. Es gilt:
τC = 4E(C(U, V ))− 1.
Kendalls's tau kann als Maÿ betrahtet werden, das die Stärke der monotonen Abhän-
gigkeit zwishen X und Y misst.
[4℄ [5℄ [15℄ [21℄
3.4 Tail Abhängigkeit
Für das Risikomanagement ist es von groÿer Bedeutung, die Wahrsheinlihkeit für das
gleihzeitige Eintreten mehrerer extremer Ereignisse anzugeben.
Anders als bei den bisher vorgestellten Kennzahlen, bei denen das Ziel war, die gesamte
Abhängigkeit zwishen zwei Zufallsvariablen X und Y auszudrüken, geht es im Rahmen
der Tailabhängigkeit darum, Kennzahlen für die Abhängigkeit von extremen Ereignissen
zu bestimmen.
Es geht also um die Frage, wie die Abhängigkeitsstruktur in den Randbereihen einer
Verteilung in Form einer geeigneten Kennzahl formuliert werden kann.
Definition Tail Abhängigkeit
Seien im Folgenden zwei Zufallsvariablen X und Y sowie deren stetige Randvertei-
lungen F1 und F2 gegeben. Man interessiert sih für die bedingte Wahrsheinlihkeit
P (X ≤ a|Y ≤ b), dass Risiko X höhstens zu einem Verlust von a führt, unter der Be-
dingung, dass Risiko Y höhstens einen Verlust von b erleidet. Nah der Denition der
bedingten Wahrsheinlihkeit ist:
P (X ≤ a|Y ≤ b) = P (X ≤ a, Y ≤ b)
P (Y ≤ b) .
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Bei bekannter Copula C von X und Y ist es nah dem Satz von Sklar möglih, eine ge-
meinsame Verteilungsfunktion F zu nden, die F1 und F2 als Randverteilungen besitzt:
P (X ≤ a|Y ≤ b) = C(F1(a), F2(b))
F2(b)
.
O.B.d.A. treten die Ereignisse X ≤ a bzw. Y ≤ b mit derselben Wahrsheinlihkeit α
ein, d.h.:
α = P (X ≤ a) = F1(a) und α = P (Y ≤ b) = F2(b).
Aufgrund der Stetigkeit der Randverteilungen folgt damit:
















Wird nun der Grenzwert für α → 0 gebildet (falls dieser existiert), so ergibt sih der
untere Tail-Abhängigkeitskoezient als Grenzwert.
Denition 13






falls der Grenzwert existiert. Dann heiÿen X und Y
• asymptotish abhängig im unteren Rand, wenn λL ∈ (0, 1],
• asymptotish unabhängig im unteren Rand, wenn λL = 0.
Nun können mit Hilfe des unteren Tail-Abhängigkeitskoezienten Aussagen über die
Wahrsheinlihkeit gemaht werden, dass das Risiko X höhstens zu einem Verlust von
a führt, unter der Bedingung, dass das Risiko Y höhstens einen Verlust von b erleidet.
Will man dagegen Aussagen über die Wahrsheinlihkeit erhalten, dass das Risiko X
einen sehr hohen Verlust erleidet (X > a) unter der Bedingung, dass auh Risiko Y einen
hohen Verlust verursaht hat (Y > b), so wird der obere Tail-Abhängigkeitskoezient
benötigt. Dieser kann ähnlih hergeleitet werden.
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Seien zwei Zufallsvariablen X und Y gegeben. Dann gilt:
P (X > a, Y > b) = P (X > a)− P (X > a, Y ≤ b)
= P (Y > b)− P (X ≤ a, Y > b)
= 1− P (X < a)− P (Y < b) + P (X ≤ a, Y ≤ b).
Nah der Denition der bedingten Wahrsheinlihkeit ist
P (X > a|Y > b) = P (X > a, Y > b)
P (Y > b)
=
1− P (X ≤ a)− P (Y ≤ b) + P (X ≤ a, Y ≤ b)
1− P (Y ≤ b) .
Äquivalent zur vorigen Ausführung ist dann wieder:
α = P (X ≤ a) = F1(a) und α = P (Y ≤ b) = F2(b)
und aufgrund der Stetigkeit der Randverteilungen somit:




P (X > a|Y > b) = 1− F1(F
−1





Wird der Grenzwert für α → 1 gebildet (falls dieser existiert), so ergibt sih der obere
Tail-Abhängigkeitskoezient als Grenzwert.
Denition 14






falls der Grenzwert existiert. Dann heiÿen X und Y
• asymptotish abhängig im oberen Rand, wenn λU ∈ (0, 1],




• Je gröÿer λL (bzw. λU ) ist, desto gröÿer ist die Abhängigkeit im unteren (bzw. oberen)
Tail.
• Tail Abhängigkeit hängt niht von der Randverteilung, sondern ausshlieÿlih von der
Copula ab. Daher überträgt sih die Invarianz unter streng monoton steigenden Transfor-
mationen, genau wie bei der Rangkorrelation, von der Copula auf die Tail Abhängigkeit.
• Die Abhängigkeiten in den Tails werden durh vershiedene Copulas in untershiedli-
her Art und Weise modelliert. So existieren beispielsweise Copulas, welhe Abhängigkeit
im unteren Tail besitzen und solhe, die im unteren Tail asymptotishe Unabhängigkeit
modellieren. Bei der Wahl eines geeigneten Copula-Modells ist das Tail-Verhalten der
entsprehenden Copula ein entsheidender Auswahlfaktor, insbesondere dann, wenn die
Wahrsheinlihkeit für gemeinsam auftretende extreme Ereignisse relativ groÿ ist.[9℄
[3℄ [9℄ [16℄
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4.1 Einfache Berechnung des Value at Risk
Jede Normalverteilung lässt sih in eine Standardnomalverteilung mit dem Erwartungs-
wert 0 und der Standardabweihung 1 transformieren. Einer Standardabweihung von
1 oder einem Vielfahen davon kann im Falle einer Standardnomalverteilung eine be-
stimmte Eintrittswahrsheinlihkeit zugeordnet werden. Damit lässt sih die Berehnung
der Standardabweihung für alternative Kondenzniveaus erheblih vereinfahen. Die
Standardabweihung von 1 steht für ein Kondenzniveau von 84, 14%. Soll ein anderes
Kondenzniveau zugrunde gelegt werden, muss die Standardabweihung von 1 lediglih
mit einem der gewünshten Aussagesiherheit entsprehenden z-Wert (Quantil-Wert) der
Standardnormalverteilung multipliziert werden. Somit kann der VaR analytish bereh-
net werden. Das Produkt aus dem Erwartungswert und der Standardabweihung ergibt
die Erwartungswertstandardabweihung. Der VaR verhält sih proportional zu dieser
Standardabweihung. Die Proportionalitätskonstante kann durh den z-Wert der Stan-
dardnormalverteilung beshrieben werden. Daher ergibt die anshlieÿende Multiplikation
der Erwartungswertabweihung mit dem z-Wert der Standardnormalverteilung den un-
diversizierten VaR für die gewünshte Aussagesiherheit, welhe mit folgender Formel
ausgedrükt wird:
V aR = Erwartungswert · σ · z,
wobei
σ= Standardabweihung des Risikofaktors
z= Quantil-Wert der Standardnormalverteilung zum gewünshten Kondenzniveau ist.
[26℄ [31℄
4.2 Varianz-Kovarianz-Ansatz
Ausgangspunkt bei dem Varianz-Kovarianz-Ansatz ist die Annahme, dass die Shwan-
kungen aller Risikofaktoren einer Normalverteilung folgen und ein linearer Zusammen-
hang zwishen ihnen besteht.
Die Formel zur Berehnung der Gesamtstandardabweihung berüksihtigt durh Einbe-
ziehung des Korrelationskoezienten die Diversikationseekte zwishen den einzelnen
Risikofaktoren.
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xi · xj · covij (4.1)
covij = σi · σj · kij .
Gesamtstandardabweihung für zwei Risikofaktoren:
σP =
√
x21 · σ21 + x22 · σ22 + 2 · x1 · x2 · σ1 · σ2 · k1,2.
Unter dem Anteil xi ist im Sinne der VaR-Berehnung der Erwartungswert zu verstehen.
Die Varianzen der Risikofaktoren werden mit σ2i bezeihnet und kij steht für die Korre-
lation zwishen den Risikofaktoren.
Risikodiversikationseekte können realisiert werden, wenn der Korrelationskoezient
zweier Risikofaktoren kleiner 1 ist.
Für die Berehnung der Gesamtstandardabweihung mit mehr als zwei Risikofaktoren
wird die Formel in Matrixshreibweise überführt.
σP =
√√√√√√[x1, x2, ..., xn] ·


























Der Gesamt-Value at Risk entsteht durh Multiplikation der Gesamtstandardabweihung
mit dem Quantil-Wert der Standardnormalverteilung zum gewünshten Kondenzniveau.
V alue at Risk = σP · z (4.3)
[31℄ [23℄
4.3 Monte Carlo Simulation
Als Monte-Carlo Simulation bezeihnet man eine Klasse mathematisher Methoden, bei
der mit Hilfe von Zufallsexperimenten mathematishe Problemstellungen approximativ
gelöst werden.
Die Grundidee ist, dass man auf dem Computer Ereignisse als Zufallszahlen shnell und
in groÿer Zahl simulieren kann, um daraus Shlüsse für das zu untersuhende System zu
ziehen. Im einfahsten Fall erzeugt man aus der Menge aller möglihen Ereignisse eines
Systems eine zufällige Stihprobe und verwendet die relative Häugkeit als Shätzer
für die Eintrittswahrsheinlihkeit. Dabei sihert der das Gesetz der groÿen Zahlen, dass
die relative Häugkeit mit steigender Anzahl von Simulationen gegen die Eintrittswahr-
sheinlihkeit konvergiert.[33℄
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Dabei treten jedoh Shätzfehler auf, die durh Erhöhung des Stihprobenumfangs redu-
ziert werden können. Die Monte-Carlo-Methode besitzt eine relativ langsame Konvergenz.
Ausführliher wird das Thema in [33℄ behandelt.
Die Monte-Carlo-Methode kann zur Berehnung des Value at Risk verwendet werden.
Das Vorgehen wird hierbei in vier Shritten erläutert.
Um korrelierte Zufallszahlen zu simulieren, erzeugt man als Erstes einen Vektor von stan-
dardnormalverteilten Zufallszahlen. Im zweiten Shritt bringt man die Zufallszahlen in
die gewünshte Verteilung um anshlieÿend im dritten Shritt mit der Cholesky-Zerlegung
die unkorrelierten Zufallszahlen in korrelierte Zufallszahlen zu transformieren. Im letzten
Shritt wird der Value at Risk berehnet.
1. Shritt: Erzeugung von gleihverteilten Zufallszahlen.
Zufallszahlen kann man mit vershiedenen Methoden erzeugen. In der Praxis werden Zu-
fallszahlen mit Hilfe des Computers generiert, welhe mit bestimmten Funktionen bzw.
Algorithmen erzeugt werden. Daher nennt man diese Zufallszahlen auh Pseudozufalls-
zahlen. Wenn man bei diesen Funktionen immer den gleihen Startwert einsetzt, dann
erhält man auh immer die gleihen Zufallszahlen. Dies ist wihtig für die Reproduktion
von Zufallsexperimenten.
Zufallszahlen kann man zum Beispiel mit linearen Kongruenzgeneratoren erzeugen.
Denition 15









für n ≥ k − 1, mit den Startwerten x0, ...xk−1 ∈ N0. Dabei heiÿt c ∈ N0 die additive
Konstante und a0, ..., ak−1 ∈ N0 sind die Multiplikatoren.
Der wihtigste Fall ist k = 1, dann gilt:
xn+1 = (axn + c) mod m.
Als Alternative können inverse Kongruenzgeneratoren benutzt werden. Diese erzeugen
Folgen (xn), n ≥ 0 ganzer Zahlen nah dem folgenden Shema:
xn+1 = (ax¯n + c) mod m,
dabei bezeihnet x¯ das zu x inverse Element bezüglih der Multiplikation modulo m, d.h.
dasjenige Element x¯ aus Zm = {0, ...,m − 1}, für das gilt:
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(xx¯) mod m = 1.
[14℄
2. Shritt: Die gleihverteilten Zufallszahlen in die gewünshte Verteilung bringen.
Die Inversionsmethode ist ein Verfahren, um aus gleihverteilten Zufallszahlen andere
Wahrsheinlihkeitsverteilungen zu erzeugen.
Denition 16
Sei F : R→ [0, 1] eine Verteilungsfunktion. Für p ∈ (0, 1) heiÿt
xp := inf{x|F (x) ≥ p}
das p-Quantil von F bzw. der Wahrsheinlihkeitsverteilung, die zur Verteilungsfunktion
F gehört.
Die Funktion F−1 : (0, 1)→ R mit
F−1(p) := inf{x|F (x) ≥ p}
heiÿt Quantilfunktion oder verallgemeinerte Inverse von F .
Der folgende Satz ist die Grundlage der Inversionsmethode zur Simulation von Zufalls-
zahlen.
Satz 10
Sei F : R→ [0, 1] eine Verteilungsfunktion mit Quantilfunktion F−1.
• Sei Y ∼ U(0, 1), Z := F−1(Y ). Dann ist Z ∼ F , d.h. die Verteilungsfunktion von
Z ist F .
• Sei X ∼ F,Z := F (X). Wenn F streng monoton steigend und stetig ist, dann ist
Z ∼ U(0, 1).
Für die Inversionsmethode benötigen wir den ersten Teil des Satzes 10. Wenn F : R →
[0, 1] eine Verteilungsfunktion mit Quantilfunktion F−1 und Y ∼ U(0, 1) eine gleihver-
teilte Zufallsvariable ist, wird X := F−1(Y ) gesetzt. Somit ist X ∼ F ,d. h. die Vertei-
lungsfunktion der Zufallsvariablen X ist tatsählih F .
Wir betrahten ein beliebiges x ∈ R. Dann gilt
P (X ≤ x) = P (F−1(Y ) ≤ x) (nah Denition von Y )
= P (Y ≤ F (x)) (denn F−1(Y ) ≤ x⇔ Y ≤ F (x))
= F (x),
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denn Y ist nah Voraussetzung gleihverteilt. Dies bedeutet, dass die Beziehung P (Y ≤
t) = t für beliebiges t ∈ [0, 1] (und damit auh für t = F (x)) gilt.
Für die Praxis hat dieses Ergebnis folgende Bedeutung: Es kann eine Realisierung x er-
zeugt werden, wenn die inverse Verteilungsfunktion bzw. Quantilfunktion F−1 bekannt
ist. Dafür wird zunähst eine Realisierung y der Gleihverteilung simuliert. Anshlieÿend
wird dieser Wert in die inverse Verteilungsfunktion eingesetzt, d.h. x := F−1(y). Der
Simulationssatz besagt nun, dass x tatsählih eine Simulation der vorgegebenen Vertei-
lung ist.
Mit der Inversionsmethode lässt sih zum Beispiel die Weibullverteilung einfah generie-
ren.
Weibull-Verteilung W (α) : X = {− ln(U)}1/α für α > 0
Beahte: Mit U ist auh 1− U stetig gleihverteilt über [0, 1]
[1℄ [3℄
3. Shritt: Mit unabhängigen in abhängige Zufallszahlen überführt.
Eine Variante unabhängigen in abhängige Zufallszahlen zu überführen ist zum Beispiel
mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung möglih. Dabei wird eine Kovarianzmatrix mit der
Cholesky-Zerlegung in eine Dreieksmatrix zerlegt und die Zeilenvektoren der Zufalls-
zahlen werden mit der Cholesky-Matrix multipliziert. Das daraus resultierende Ergebnis




ist positiv denit, wenn A regulär ist und ∀~x ∈ Rn, ~x 6= 0
~xTA~x > 0.
A ist symmetrish, d.h. A = AT
Satz 11
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, für i > j.
[29℄
4. Shritt: Berehnung des Value at Risk.
In diesem Shritt werden die abhängigen Zufallszahlen in aufsteigender Reihenfolge sor-
tiert und anhand des 1− α Quantils der Wert abgelesen.
4.4 Copula Ansatz
Wie shon in Kapitel 3.2.3 geshrieben, sind arhimedishe Copulas damit harakteri-
siert, dass die Inverse ϕ−1 des Generators ϕ der Copula die Laplae-Transformierte Gˆ(t)




e−txdG(x), t ≥ 0.
Die Erzeugung von Zufallsvektoren U mit der gewünshten Copula erfolgt dann in drei
Shritten:
• Erzeuge eine Zufallszahl V mit der Verteilungsfunktion G.











Für die Gumbel-Copula wird eine positive Stabilverteilung V ∼ St(1/θ, 1, γ, 0)generiert,
wobei γ = (cos(π/(2θ)))θ und θ > 1. Die dazugehörige Laplae-Transformierte ist:
ϕ−1(t) = exp−t1/θ, t ≥ 0.
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6.1 Beschreibung des Standardmodells
Das Standardmodell ist ein, von Solveny II angebotenes, vorgegebenes Modell, um die
komplexen Anforderungen aus Solveny II an die Risikomessung auf ein planbares Maÿ zu
begrenzen. In wesentlihen Teilen ist das Standardmodell von der Aufsiht vordeniert.
Dabei werden vershiedene vereinfahende Annahmen gemaht. Als bekannt werden die
Form der Verteilungen der Risikofaktoren und die der Einzelrisiken vorausgesetzt. Eben-
falls in der Parametrisierung sind die Abhängigkeiten der Einzelrisiken vorgegeben. Auh
der Mehanismus zur Bestimmung des Risikokapitals der Einzelrisiken ist vorgegeben und
der Value at Risk zum Risikoniveau α = 0, 5% ist damit xiert.
In diesem Kapitel wird nur ein kleiner Teil des Standardmodells betrahtet und zwar der
Teil für die Berehnung des SCR für das Niht-Leben Prämienrisiko.
Das SCR für das Risiko X zum Risikoniveau α ist die Dierenz
SCRα(X) = V aRα(X) − µ, (6.1)
wobei µ im Wesentlihen den jährlihen Prämieneinnahmen entspriht.
Die Berehnungsvorshriften für das Prämienrisiko wurden den tehnishen Daten zur
fünften quantitativen Auswirkungsstudie unter Solveny II (QIS5 -the Fifth Quantita-
tive Impat Study- Tehnial Speiations [6℄) entnommen. Sie enthalten die Voraus-
setzungen, die an das Standardmodell gestellt werden, sowie Berehnungsformeln und
Vereinfahungen zur Berehnung des SCR's. Im Standardmodell wird von lognormal-
verteilten Risiken ausgegangen. Die Überlegung, die dahinter stekt, ist die, dass die
gegebenen Daten oft zwar eingipig, aber stark asymmetrish verteilt sind. Dies verhin-
dert die Annahme der Normalverteilung. Wenn man auf positive, rehtsshief verteilte
Daten die natürlihe Logarithmusfunktion anwendet, lassen die transformierten Werte
die Annahme der Normalverteilung zu. Die Eigenshaften der Lognormalverteilung las-
sen sih durh den einfahen Transformationszusammenhang auf die Eigenshaften der
Normalverteilung zurükführen.
Bei der Berehnung des SCR für die Sparte Niht-Leben Prämienrisiko sind in den Teh-
nial Speiations drei vershiedene Stellen aufgeführt, bei denen Diversikation mög-
lih ist. Diese sind die geographishe Diversikation, die Diversikation zwishen dem
Reserve- und Prämienrisiko sowie die Diversikation zwishen den einzelnen Sparten des
Prämienrisikos.
Für die vorliegende Arbeit wurden folgende vereinfahende Annahmen getroen:
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• es wird nur die Diversikation zwishen den einzelnen Sparten des Prämienrisikos
betrahtet,
• das Unternehmen tätigt seine Geshäfte nur im Inland,
• das Reserverisiko wird auf Null gesetzt.
Da nur die Berehnung des SCR für das Prämienrisiko erfolgt, wurden die in den QIS5
vorgegebenen Formeln vereinfaht und angepasst.
Voraussetzungen
Die Versiherungsunternehmen müssen ihr Niht-Leben-Geshäft in folgende Sparten










9 Sonstige (ohne Kranken, Leben)
10 akt. NP-Rükversiherung-Sah
11 akt. NP-Rükversiherung-Unfall




Berechnung des VaR für das Prämienrisiko
Um die Berehnung durhführen zu können, brauht das Unternehmen Daten, welhe
wie folgt bezeihnet werden:
P t,writtenlob = erwartete gezeihnete Nettoprämie im nähsten Jahr
P t,earnedlob = erwartete verdiente Nettoprämie im nähsten Jahr
P t−1,writtenlob = gezeihnete Nettoprämie des vergangenen Jahres
Die Berehnung des SCR's für das Prämienrisiko ergibt sih aus der Multiplikation eines
Risikoträgers mit einem Risikofaktor und erfolgt in mehreren Shritten.
Shritt 1: Bestimmung der Standardabweihung und des Volumenmaÿes pro Sparte
Für jede Sparte des Prämienrisikos werden folgende Bezeihnungen für die Standardab-
weihung und das Volumenmaÿ verwendet:
V(lob) = das Volumenmaÿ für das Prämienrisiko
σ(lob)= die Standardabweihung für das Prämienrisiko











Das Volumenmaÿ für das Prämienrisiko ist der höhste von drei möglihen Netto-Prämienwerten,
ergänzt um den Barwert zukünftiger Vermögenszuwähse aus Verträgen, deren Haftungs-
zeitraum über das nähste Jahr hinaus reiht.
Wenn der Versiherer der Aufsiht glaubwürdig vermittelt, dass er seine erwarteten Netto-
Prämieneinnahmen des nähsten Jahres sehr gewissenhaft shätzt und auf keinen Fall










Für das Prämienrisiko sind folgende Netto-Markt-Standardabweihungen je Sparte vor-
gegeben:
Sparte Standardabweihung für Prämienrisiko
Kraftfahrzeug Haftpiht 10%
Sonstige Kraftfahrt 7%
Transport, See-und Luftfahrt 17%
Feuer, Sah 10%
Haftpiht 15%
Kredit, Kaution 21, 5%
Rehtsshutz 6, 5%
Beistandsleistung 5%
Sonstige (ohne Kranken, Leben) 13%
akt. NP-Rükversiherung-Sah 17, 5%
akt. NP-Rükversiherung-Unfall 17%
akt. NP-Rükversiherung-Transport, See-und Luftfahrt 16%
Tabelle 6.2: Netto-Markt-Standardabweihungen
Shritt 2: Berehnung der gemeinsamen Standardabweihung
In diesem Shritt wird die gemeinsame Standardabweihung der Verlustverteilung für das
Prämienrisiko für alle Sparten berehnet. Dabei wird für die Aggregation der Standard-
abweihungen ein Varianz-Kovarianz-Ansatz mit einer vorab denierten Korrelationsma-
trix verwendet. (Beim Varianz-Kovarianz-Ansatz wird von einer multivariaten Normal-
verteilung ausgegangen, welhe aber hier niht gegeben ist.)









ρi,j · σi · σj · Vi · Vj (6.4)
wobei
σi die Bezeihnung der Standardabweihung für die Sparte i und Vi die Bezeihnung für
das Volumenmaÿ für die Sparte i ist. Die Variable V ist in den QIS5 Tehnial Spei-







ρi,j stellt die Korrelation der Verluste der zwölf Sparten dar, welhe wie folgt gegeben
sind:
Sparte 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 KFZ Haftpiht 1 0.5 0.5 0.25 0.5 0.25 0.5 0.25 0.5 0.25 0.25 0.25
2 Sonstige KFZ 0.5 1 0.25 0.25 0.25 0.25 0.5 0.5 0.5 0.25 0.25 0.25
3 TSL 0.5 0.25 1 0.25 0.25 0.25 0.25 0.5 0.5 0.25 0.25 0.5
4 Feuer,Sah 0.25 0.25 0.25 1 0.25 0.25 0.25 0.5 0.5 0.5 0.25 0.5
5 Haftpiht 0.5 0.25 0.25 0.25 1 0.5 0.5 0.25 0.5 0.25 0.5 0.25
6 Kredit,Kaution 0.25 0.25 0.25 0.25 0.5 1 0.5 0.25 0.5 0.25 0.5 0.25
7 Rehtsshutz 0.5 0.5 0.25 0.25 0.5 0.5 1 0.25 0.5 0.25 0.5 0.25
8 Beistandsleist. 0.25 0.5 0.5 0.5 0.25 0.25 0.25 1 0.5 0.5 0.25 0.25
9 Sonstige 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1 0.25 0.25 0.5
10 NP-R-Sah 0.25 0.25 0.25 0.5 0.25 0.25 0.25 0.5 0.25 1 0.25 0.25
11 NP-R-Unfall 0.25 0.25 0.25 0.25 0.5 0.5 0.5 0.25 0.25 0.25 1 0.25
12 NP-R-TSL 0.25 0.25 0.5 0.5 0.25 0.25 0.25 0.25 0.5 0.25 0.25 1
Tabelle 6.3: Werte der Korrelation der Verluste der zwölf Sparten
Shritt 3: Ermittlung der Kapitalanforderung für das Prämienrisiko
Der Kapitalbedarf für das Prämienrisiko wird mit SCRp bezeihnet.
Dieser wird folgendermaÿen bestimmt:
SCRp = ρ(σ˜) · V (6.5)
wobei V das Volumenmaÿ (Risikoträger) ist.











wobei N0.995 dabei dem 99.5%-Quantil der Standardnormalverteilung entspriht und σ˜
die gemeinsame Standardabweihung ist.
Die Herleitung der Formel ist im Anhang 9 zu nden.
[16℄ [2℄ [28℄ [6℄
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6.2 Umsetzung des Standardmodells
Die Berehnung des SCR's für das Prämienrisiko wurde, unter Einhaltung der Bereh-
nungsvorshriften für das Standardmodell, in Exel ausgeführt, wobei einige Vereinfa-
hungen vorgenommen wurden, die im vorangegangenen Kapitel shon Erwähnung ge-
funden haben.
Des Weiteren wurde festgelegt, dass das Unternehmen nur drei Sparten besitzt. Für die
Berehnung wurden drei Sparten mit untershiedlihen Standardabweihungen gewählt,
und zwar die Sparte KFZ-Haftpiht, die Sparte Haftpiht und die Sparte Kredit und
Kaution.
Es wird vorausgesetzt, dass der Versiherer die erwarteten Netto-Prämieneinnahmen des
nähsten Jahres gewissenhaft shätzt. Auÿerdem wird vorausgesetzt, dass keine Versi-
herungsverträge vorhanden sind, deren Haftungszeiten über das nähste Jahr hinaus
reihen. Somit kann man die Prämienrükstellung PPPlob mit Null ansetzen und es werden
nur die Daten der erwarteten gezeihneten P t,writtenlob und erwarteten verdienten P
t,earned
lob
Nettoprämien im nähsten Jahr zur Berehnung gebrauht (Erklärung siehe Anhang 9 ).
Diese sind in der folgenden Tabelle abgebildet (Die Werte der Prämieneinnahmen sind
ktiv.).
(a) Werte in Mio. Euro
Tabelle 6.4: Prämieneinnahmen des Unternehmens







berehnet. Somit beträgt das Volumenmaÿ für die Sparte KFZ-Haftpiht 125 Mio., für
die Sparte Haftpiht 103 Mio. und für die Sparte Kredit und Kaution 56 Mio. Euro.
Die Standardabweihungen für die Sparten des Prämienrisikos sind in der Tabelle 6.2
vorgegeben. Somit beträgt die Standardabweihung für die Sparte KFZ-Haftpiht 10%,
für die Sparte Haftpiht 15% und für die Sparte Kredit und Kaution 21, 5%.
Das gemeinsame Volumenmaÿ V ergibt sih aus der Addition der einzelnen Volumina
der gegebenen Sparten, d.h.
125 + 103 + 56 = 284.
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ρi,j · σi · σj · Vi · Vj
berehnet. Dabei wird für die Aggregation der Standardabweihungen der Varianz-Kovarianz-
Ansatz genutzt welher in Kapitel 4.2 beshrieben wird. Das heiÿt, in diesem Fall wird





· (12, 52 + 15, 52 + 122 + 2 · 0, 5 · 12, 5 · 15, 5 + 2 · 0, 25 · 12, 5 · 12 + 2 · 0, 5 · 15, 5 · 12)
Daraus ergibt sih:
σ˜ = 0, 11103.












eingesetzt, um den Risikofaktor ρ(σ˜) ausrehnen zu können.






log(0, 111032 + 1)
)
√
0, 111032 + 1
− 1.
Daraus ergibt sih:
ρ(σ˜) = 0, 32241.
Dieser Wert muss noh mit dem gemeinsame Volumenmaÿ V multipliziert werden, um
den Kapitalbedarf für das Prämienrisiko zu berehnen, d.h.
SCRp = 91, 56
Somit beträgt der Kapitalbedarf für das Prämienrisiko 91, 56 Mio. Euro.
Die Berehnung des Einzelrisikokapitals für die einzelnen Sparten ist zwar niht in den
QIS5 Tehnial Speiations beshrieben, kann aber ganz einfah umgesetzt werden,











den Wert der Standardabweihung der jeweiligen Sparte einträgt und das Ergebnis mit
dem jeweiligen Volumenmaÿ der Sparte multipliziert. Für die Sparte KFZ Haftpiht
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ρ(σ˜) = 0, 28655.
SCRp = 35, 82.
Und somit beträgt für die Sparte KFZ Haftpiht das Einzelrisikokapital 35, 82 Mio.
Euro, für die Sparte Haftpiht 46, 42 Mio. Euro und für die Sparte Kredit 38, 5 Mio.
Euro. Die Summe der Einzelrisiken beträgt 120, 74 Mio. Euro.
Der Diversikationseekt ergibt sih aus der Dierenz der Summe der Einzelrisiken und
dem aggregierten Gesamtrisikokapital, d.h. hier sind es 29, 81 Mio. Euro weniger, die man
als Kapitalbedarf für das Prämienrisiko hinterlegen muss.
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7.1 Umsetzung in ReMetrica
Die Berehnung des Gesamtrisikokapitals wurde in ReMetria mit zwei Ansätzen, dem
Varianz-Kovarianz-Ansatz und dem Copula-Ansatz, simuliert. Das Gesamtrisikokapital
entspriht der Dierenz des 99, 5% Perzentils (siehe 6.1) und den jährlihen Prämienein-
nahmen.
Um die Vergleihbarkeit der beiden Ansätze zu gewährleisten, wurden bei den Simu-
lationen die gleihen Werte in der Kovarianzmatix verwendet, die im Standardmodell
vorgegeben sind. Es wurden die drei Sparten mit den vorgegebenen Werten wie im Stan-
dardmodell verwendet, d.h. die Sparte KFZ Haftpiht mit 125 Mio., die Sparte Haft-
piht mit 103 Mio. und die Sparte Kredit und Kaution mit 56 Mio. Euro Nettoprämien.
Da in der Praxis niht nur lognormalverteilte bzw. normalverteilte Risiken auftreten,
wurden noh andere Verteilungen angenommen, um die Auswirkungen zu testen. Bei der
Auswahl der Verteilungen spielte die Verwendung in der Praxis eine groÿe Rolle. Daher
wurden neben der Lognormalverteilung auh die Weibull- und Gammaverteilung verwen-
det, welhe in einem Unternehmen in der Sparte Niht-Leben bei den Shätzungen der
gegebenen Daten am häugsten auftraten.
Da die Gammaverteilung eine geringe Wahrsheinlihkeitsmasse für groÿe Werte besitzt,
wird sie in Versiherungssparten eingesetzt, in denen kaum Groÿshäden zu erwarten
sind. Die Gammaverteilung wird zum Beispiel in der Hausrat-, Gewerbe-, Kfz-Kasko-
und Kfz-Haftpihtversiherung angewendet.[24℄
Die Weibull-Verteilung wird in der Regel, in der Shadenmodellierung, nur für α < 1
verwendet, und zwar zur Abbildung von Groÿshäden, z. B. im Industriebereih, in der
Kfz-Haftpiht und der Rükversiherung. Sie eignet sih nur für α > 1 für die Model-
lierung von Kleinshäden.[3℄
Die in ReMetria vorhandenen Extremwertverteilungen, die Exponentialverteilung und
die Fisher-Tippett-Verteilung Typ 1 wurden zudem ausgewählt.
Die Exponentialverteilung, welhe wegen ihrer Einfahheit oft zur Modellierung verwen-
det wird, ndet insbesondere Anwendung in der Feuerversiherung.[24℄
(Die Dihten der Verteilungen sind im Anhang 9 zu nden.)
Die Parameter der vershiedenen Verteilungen wurden den Vorgaben des Standardmo-
dells angepasst, d.h. der Erwartungswertparameter wurde bei allen Sparten auf 100%,
sowie die Standardabweihung entsprehend der vorgegebenen Tabelle für die Sparte KFZ
Haftpiht auf 10%, die Sparte Haftpiht auf 15%, und die Sparte Kredit und Kaution
auf 21, 5% festgesetzt.
Die bei der Simulation verwendeten Standardabweihungen ergaben folgendes Risiko für
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die einzelnen Sparten: für die Sparte KFZ Haftpiht 12,5 Mio., die Sparte Haftpiht
15,5 Mio. und die Sparte Kredit 12 Mio Euro.
Da im Standardmodell bei der Umsetzung in Exel die einzelnen Risiken der Sparten
niht explizit dargestellt werden, wurde das Prämienrisiko noh einmal mit dem Varianz-
Kovarianz-Ansatz in ReMetria nahgebildet.
Als Erstes wurden mit dem Varianz-Kovarianz-Ansatz und allen Kombinationen der ge-
gebenen Verteilungen Szenarien simuliert, um zu untersuhen, wie sih die Anwendung
des Varianz-Kovarianz-Ansatzes auf niht normalverteilte Risiken auswirken kann. Die
dabei entstandenen Werte wurden, beginnend mit dem gröÿten zu hinterlegenden Ge-
samtrisikokapital, absteigend geordnet in Tabellenform geshrieben und sind im Anhang
9.3 zu nden.
Als Zweites wurden mit dem Copula-Ansatz die relevanten Verteilungskombinationen
simuliert und mit den simulierten Werten des Varianz-Kovarianz-Ansatzes verglihen.
(b) Gumbel-Copula () t-Copula (d) Clayton-Copula
Abbildung 7.1: Vershiedene Copulas
Von den drei, in ReMetria zur Verfügung stehenden, Copulas wurde die Gumbel-Copula
ausgewählt, da sie, wie man in der Abbildung 7.1 gut sieht, eine obere Tail-Abhängigkeit
besitzt und somit die höheren Abhängigkeiten von Groÿshäden am besten abbildet.
7.2 Simulation mit dem Varianz-Kovarianz-Ansatz
Die Anwendung des Varianz-Kovarianz-Ansatzes auf niht normalverteilte Risiken hat die
Konsequenz, dass das für Solveny II verlangte Siherheitsniveau von 99, 5% strengge-
nommen niht genau getroen wird. D.h. das Siherheitsniveau wird höher oder niedriger
eingestuft, wobei nur der letztere Fall problematish ist. In dem Fall würde man das Ri-
siko untershätzen.
Dieser Fall tritt bei Annahme exponentialverteilter Risiken sowie bei Risiken, die als
sher-tippett-verteilt angenommen werden, ein. Dies kann man anhand der folgenden
Tabelle sehr gut sehen. Für das Standardmodell wurde die Bezeihnung Standard ge-
wählt.
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Tabelle 7.1: 99, 5% Perzentile der Verteilungen
In der Tabelle 7.1 stehen die 99, 5% Perzentile, d.h. hier der VaR in Mio. Euro, der einzel-
nen Risiken und des Gesamtrisikos unter Annahme untershiedliher Verteilungen. Wie
man sieht, tritt die gröÿte Abweihung nah unten auf, wenn die Risiken als exponenti-
alverteilt angenommen werden und die gröÿte Abweihung nah oben bei der Annahme
weibullverteilter Risiken.
Die Dihtefunktionen mit den 99, 5% Perzentilen sind in den folgenden Abbildungen dar-
gestellt. Das Loss 1 entspriht dabei der Sparte KFZ Haftpiht, das Loss 2 der Sparte
Haftpiht und das Loss 3 der Sparte Kredit. Das Gesamt-Loss entspriht dem 99, 5%
Perzentil des Gesamtrisikos.
Der Prot Loss Reporter entspriht dem Gesamtrisikokapital und wird anshlieÿend aus-
gewertet.
(a)
Abbildung 7.2: exponentialverteilte Risiken
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(a)
Abbildung 7.3: sherverteilte Risiken
(a)
Abbildung 7.4: lognormalverteilte Risiken
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(a)
Abbildung 7.5: gammaverteilte Risiken
(a)
Abbildung 7.6: weibullverteilte Risiken
Die folgenden Tabellen zeigen das Maximum und Minimum der Abweihungen vom Stan-
dardmodell als Werte des Risikokapitals der einzelnen Sparten, dem Diversikationseekt
und dem Gesamtrisikokapital. Diese werden in der nebenstehenden Tabelle noh einmal
in Prozent angegeben. Das Maximum tritt bei Annahme exponentialverteilter Risiken
ein und das Minimum bei Annahme weibullverteilter Risiken. Das heiÿt, ausgehend vom
Standardmodell kann eine maximale Abweihung des Gesamtrisikokapitals von 34% nah
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oben und 25% nah unten erfolgen.
(a) Werte in Mio. Euro (b) in Prozent
Tabelle 7.2: Vergleih Standardmodell mit vershiedenen Verteilungen
Man sieht auh, dass sih der Diversikationseekt, ausgehend vom Standardmodell, bei
Annahme exponentialverteilter Risiken um 70% erhöht und bei Annahme weibullverteil-
ter Risiken um 49% verringert.
Um die Diversikation besser beurteilen zu können, wurden für die Verteilungskombina-
tionen mit weibull-,gamma- und lognormalverteilten Risiken zusätzlih die Diversikati-
onseekte in Prozent berehnet und der Gröÿe nah geordnet in eine Tabelle geshrieben
(siehe Anhang Tabelle 9.4), d.h. es wurde ausgerehnet, um wie viel Prozent das Gesam-
trisikokapital der aufsummierten Einzelrisiken mit der Diversikation reduziert werden
konnte.
Bei der Betrahtung der Tabelle sieht man, dass die prozentualen Diversikationseekte
der vershiedenen Verteilungskombinationen unter dem prozentualen Diversikationsef-
fekt des Standardmodells liegen. Auÿerdem sinken diese Werte am Anfang sehr langsam.
In dieser Tabelle besitzt die Kombination mit den weibullverteilten Risiken den niedrigs-
ten prozentualen Diversikationseekt und auÿerdem das niedrigste Gesamtrisikokapital.
Bei den anderen Verteilungskombinationen besteht so ein Zusammenhang jedoh niht.
Bei der Auswertung der Tabelle (siehe Anhang Tabelle 9.3) mit den vershiedenen Kom-
binationen der Verteilungen haben sih einige Thesen ergeben.
These 1
Wenn in der Sparte Haftpiht eine Exponentialverteilung vorliegt, dann liegt die Simu-
lation des Gesamtrisikokapitals mit ReMetria über der Berehnung des Gesamtrisiko-
kapitals mit dem Standardmodell.
These 2
Wenn in der Sparte Haftpiht eine Fisher-Tippett-Verteilung vorliegt, dann liegt die
Simulation des Gesamtrisikokapitals mit ReMetria über der Berehnung des Gesamtri-
sikokapitals mit dem Standardmodell.
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Ausnahme ist die Kombination: Sparte KFZ Haftpiht besitzt eine Weibullverteilung,
Sparte Haftpiht besitzt eine Fisher-Tippett-Verteilung und Sparte Kredit besitzt eine
Weibullverteilung.
Begründung:
Die ersten beiden Thesen sind damit zu begründen, dass die Sparte Haftpiht mit 15,5
Mio. Euro Standardabweihung das gröÿte Risiko besitzt und daraus folgt, dass die An-
nahme einer anderen Verteilung die gröÿte Auswirkung auf das Gesamtrisiko bewirkt. In
dem Fall die Übershreitung des im Standardmodell berehneten Gesamtrisikokapitals.
Die Ausnahme in These 2 ist damit zu begründen, dass die Fisher-Tippett-Verteilung
niht so extreme Werte simuliert wie die Exponentialverteilung. Die Kombination der
Fisher-Tippett-Verteilung mit weibullverteilten Risiken kann den Wert des Gesamtrisi-
kokapitals in dem Fall noh ausgleihen.
These 3
Wenn in der Sparte KFZ Haftpiht eine Exponentialverteilung vorliegt, dann liegt die
Simulation des Gesamtrisikokapitals mit ReMetria über der Berehnung des Gesamtri-
sikokapitals mit dem Standardmodell.
Ausnahme ist die Kombination: Sparte KFZ Haftpiht besitzt eine Exponentialvertei-
lung, Sparte Haftpiht besitzt eine Weibullverteilung und Sparte Kredit besitzt eine
Weibullverteilung.
Begründung:
Die dritte These ist damit zu begründen, dass die Sparte KFZ Haftpiht mit 12,5 Mio.
Euro Standardabweihung das zweitgröÿte Risiko besitzt und deshalb auh groÿe Aus-
wirkung auf das Gesamtrisiko besteht, welhes in diesem Fall eine Übershreitung des im
Standardmodell berehneten Gesamtrisikokapitals zur Folge hat.
Die Ausnahme ist wieder die Kombination mit weibullverteilten Risiken, welhe den Wert
des Gesamtrisikokapitals in dem Fall noh ausgleihen kann.
These 4
Wenn in zwei Sparten Extremwertverteilungen vorliegen, dann liegt die Simulation des
Gesamtrisikokapitals mit ReMetria über der Berehnung des Gesamtrisikokapitals mit
dem Standardmodell.
Ausnahme ist die Kombination: Sparte KFZ Haftpiht besitzt eine Fisher-Tippett-
Verteilung, Sparte Haftpiht besitzt eine Weibullverteilung und Sparte Kredit besitzt
eine Fisher-Tippett-Verteilung.
Begründung:
Wie shon geshrieben, besitzt die Sparte Haftpiht das gröÿte Risiko, was bei einer
Annahme der Weibullverteilung bedeutet, dass das Risiko erheblih kleiner wird und in
Kombination mit sher-tippett-verteilten Risiken in diesem Fall eine Untershreitung des
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im Standardmodell berehneten Gesamtrisikokapitals zur Folge hat.
These 5
Wenn in der Sparte Haftpiht eine Weibullverteilung vorliegt und die Kombination der
Verteilungen niht zu einer shon aufgeführten These gehört, dann liegt die Simulation
des Gesamtrisikokapitals mit ReMetria unter der Berehnung des Gesamtrisikokapitals
mit dem Standardmodell.
Begründung:
Die These ist damit zu begründen, dass die Sparte Haftpiht entsheidend für das Ge-
samtrisikokapital ist und bei der Annahme einer Weibullverteilung am geringsten ausfällt.
Mit den verbleibenden Kombinationen der Verteilungen hat diese Annahme eine Unter-
shreitung des im Standardmodell berehneten Gesamtrisikokapitals zur Folge.
These 6
Wenn in der Sparte Kredit eine Exponentialverteilung vorliegt, dann liegt die Simulation
des Gesamtrisikokapitals mit ReMetria über der Berehnung des Gesamtrisikokapitals
mit dem Standardmodell.
Ausnahmen sind die Kombinationen der Verteilungen, die shon zur These 5 gehören.
Shlussfolgerung:
Bis auf die Kombination: Sparte KFZ Haftpiht ist gammaverteilt, Sparte Haftpiht
lognormalverteilt und Sparte Kredit ist lognormalverteilt, liegen die Berehnungen des
Gesamtrisikokapitals mit den restlihen Kombinationen von lognormal-, gamma- und
weibullverteilten Risiken teilweise deutlih unter der Berehnung des Gesamtrisikokapi-
tals mit dem Standardmodell. Daher kann die Umstellung vom Standardmodell auf ein
Internes Modell, mit aus Daten geshätzten Verteilungen, dem Unternehmen deutlih
mehr zur Verfügung stehendes Kapital bringen.
Das Auftreten von extremverteilten Risiken kann shnell zu einer Übershreitung des im
Standardmodell berehneten Gesamtkapitals führen, weshalb besondere Vorsiht gebo-
ten sein sollte. Die Umstellung vom Standardmodell auf ein Internes Modell, mit aus
Daten geshätzten Verteilungen, kann dem Unternehmen deutlih weniger zur Verfügung
stehendes Kapital bringen, wäre aber in dem Fall sinnvoll, um das Unternehmen bei
gleihzeitigem Eintreten von Groÿshäden aufreht zu erhalten. Eine alternative Varian-
te wäre die Verwendung des Standardmodells unter Abshluss einer Rükversiherung.
Die prozentualen Diversikationseekte, der Kombinationen von lognormal-, gamma-,
und weibullverteilter Risiken, liegen immer unter dem prozentualen Diversikationsef-
fekt des Standardmodells.
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7.3 Simulation mit dem Copula-Ansatz
7.3.1 Vergleich Copula und Standardmodell
In diesem Abshnitt wurden die Werte bei der Berehnung des Gesamtrisikokapitals mit
der Gumbel-Copula mit den Werten des Standardmodells verglihen. Als Ausgangspunkt
der Berehnung wurden die Risiken, wie im Standardmodell, als lognormalverteilt ange-
nommen. Es wurden wieder die gleihen Werte in der Kovarianzmatix verwendet, die
im Standardmodell vorgegeben sind. Gumbel steht hierbei für die Gumbel-Copula und
Standard wieder für das Standardmodell.
() Werte in Mio. Euro (d) in Prozent
Tabelle 7.3: Vergleih Standardmodell mit Gumbel-Copula
In der Tabelle sieht man, dass die Werte der einzelnen Risiken bei der Simulation mit der
Gumbel-Copula im Vergleih zum Standardmodell, wie zu erwarten, gleih geblieben sind
und sih die erhöhte Abhängigkeit bei den Groÿshäden nur auf das Gesamtrisikokapital
und somit auh auf den Diversikationseekt auswirkt. Das Gesamtrisikokapital beträgt
somit 14% mehr als im Standardmodell und der Diversikationseekt nimmt um 43%
ab.
Shlussfolgerung:
Bei der Simulation mit der Gumbel-Copula wird das Gesamtrisikokapital des Standard-
modells übershritten, weshalb Vorsiht geboten sein sollte. Die Umstellung vom Stan-
dardmodell auf ein Internes Modell, mit aus Daten geshätzten Verteilungen, kann dem
Unternehmen weniger zur Verfügung stehendes Kapital bringen. Eine alternative Varian-
te wäre die Verwendung des Standardmodells unter Abshluss einer Rükversiherung.
7.3.2 Vergleich von verschiedenen Verteilungen
Als Ausgangspunkt der Berehnung wurden wieder die gleihen Werte in der Kovarianz-
matix verwendet, die im Standardmodell vorgegeben sind. Jedoh wurde diesmal über-
prüft, wie sih die vershiedenen Verteilungen bei der Simulation mit der Gumbel-Copula
auswirken.
Da die Werte der Einzelrisiken bei der Simulation mit der Gumbel-Copula immer den
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Werten entsprehen, die shon mit dem Varianz-Covarianz-Ansatz berehnet wurden,
sind in der folgenden Tabelle nur nohmal die beiden Verteilungen aufgeführt, die das
Maximum und Minimum der Abweihungen vom Standardmodell als Werte und in Pro-
zent verursahen. Wie in der Tabelle 7.2 tritt das Maximum bei Annahme exponential-
verteilter Risiken ein und das Minimum bei Annahme weibullverteilter Risiken. Standard
steht hierbei wieder für das Standardmodell.
(e) Werte in Mio. Euro (f) in Prozent
Tabelle 7.4: Vergleih Standardmodell und Gumbel-Copula
Man sieht, dass sih die maximale Abweihung des Gesamtrisikokapitals, ausgehend vom
Standardmodell, durh die Simulation mit der Gumbel-Copula sogar um 52% erhöhen
kann. Nah unten kann eine Abweihung von 17%, ausgehend vom Standardmodell, er-
folgen.
Bei der Simulation mit der Gumbel-Copula erhöht sih der Diversikationseekt, aus-
gehend vom Standardmodell, bei Annahme exponentialverteilter Risiken, nur um 15%,
verringert sih aber bei Annahme weibullverteilter Risiken um 76% .
In der folgenden Tabelle ist die Verteilungskombination dargestellt, in der die Sparte
KFZ Haftpiht als lognormalverteilt, die Sparte Haftpiht als weibullverteilt und die
Sparte Kredit als lognormalverteilt angenommen wird. Diese Kombination wurde aus
dem Grund gewählt, um die Auswirkungen der vershiedenen Simulationsansätze noh
einmal verdeutlihen zu können. Es wurde eine Simulation mit der Gumbel-Copula vor-
genommen und eine mit dem Varianz-Kovarianz-Ansatz. Gumbel steht hierbei wieder für
die Simulation mit der Gumbel-Copula und die Bezeihnung lwl für die Simulation mit
dem Varianz-Kovarianz-Ansatz.
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(g) Werte in Mio. Euro (h) in Prozent
Tabelle 7.5: Vergleih Copula-Ansatz und Varianz-Kovarianz-Ansatz
In der Tabelle sieht man, dass der Wert des Gesamtrisikokapitals, mit der Simulation der
Gumbel-Copula, 13% über dem simulierten Wert mit dem Varianz-Kovarianz-Ansatz
liegt.
Interessanter ist jedoh, dass der mit dem Varianz-Kovarianz-Ansatz simulierte Wert
unter, und der mit der Gumbel-Copula simulierte Wert über, dem Wert des Standard-
modells liegt, wie man in folgender Tabelle sehen kann. Standard steht hierbei wieder für
das Standardmodell.
(i) Werte in Mio. Euro
Tabelle 7.6: Vergleih Standardmodell mit vershiedene Ansätzen
7.3.3 Vergleich von verschiedene Abhängigkeiten untereinander
Als Ausgangspunkt der Berehnung wurden die Risiken, wie im Standardmodell, als
lognormalverteilt angenommen und mit der Gumbel-Copula simuliert. Mit dem Varianz-
Kovarianz-Ansatz wurden die Werte des Standardmodells simuliert.
Dabei wurden die Abhängigkeiten der Risiken untereinander, bei beiden Simulationsva-
rianten, verändert und ausgewertet. Da mit der Gumbel-Copula keine negativen Abhän-
gigkeiten simuliert werden können, wurden diese hier niht mit betrahtet.
Die folgende Tabelle zeigt jeweils die Werte der einzelnen Risiken, des Diversikations-
eekts und des Gesamtrisikokapitals mit veränderten Abhängigkeiten. Die Abhängigkeit
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zwishen den Sparten KFZ Haftpiht und Kredit bleibt dabei mit 25% bei allen drei
Vergleihen immer gleih. Nur die Abhängigkeiten zwishen den Sparten KFZ Haftpiht
und Haftpiht sowie den Sparten Haftpiht und Kredit werden variiert. In der linken
Tabelle betragen die Abhängigkeiten jeweils 25%, in der Mitte jeweils 50% und in der
rehten Tabelle jeweils 75%, wobei die Abhängigkeiten in der Mitte der Kovarianzma-
trix dem Standardmodell entsprehen. Gumbel steht hierbei für die Simulation mit der
Gumbel-Copula und Standard wieder für das Standardmodell.
(j) Werte in Mio. Euro
Tabelle 7.7: niedrige Abh. Abhängigkeit wie Standardmodell hohe Abh.
In der Abbildung kann man sehen, dass das Gesamtrisikokapital in der Tabelle mit den
niedrigen Abhängigkeiten, bei der Simulation mit dem Standardansatz, unter der Be-
rehnung des Standardmodells (Mitte) liegt. Der Wert des Gesamtrisikokapitals, bei der
Simulation mit der Gumbel-Copula jedoh noh immer über dem berehneten Wert des
Standardmodells liegt. In der Tabelle mit den hohen Abhängigkeiten liegen beide Werte
des Gesamtrisikokapitals über dem Wert des Standardmodells.
Die Werte wurden in der folgenden Tabelle noh einmal in Prozent angegeben, um die
Auswirkungen anders darstellen zu können.
(k) in Prozent
Tabelle 7.8: niedrige Abh. Abhängigkeit wie Standardmodell hohe Abh.
Wie man an den Werten erkennen kann, ist der Untershied des Gesamtrisikokapitals
zwishen der Gumbel-Copula und dem Standardmodell umso höher, je niedriger die Ab-
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hängigkeit zwishen den Risiken angenommen wird.
In der linken Tabelle beträgt die Abweihung des Gesamtrisikokapitals, ausgehend vom
Standardmodell, 17% nah oben, in der Mitte 14% und in der rehten Tabelle beträgt
die Abweihung 8% nah oben.
Bei der Simulation mit der Gumbel-Copula nahmen die Werte des Diversikationseek-
tes, bei Erhöhung der Abhängigkeiten zwishen den einzelnen Risiken, langsamer ab als
beim Standardmodell.
7.3.4 Praxisbeispiel
Um einen Vergleih zwishen dem Standardmodell mit lognormalverteilten Risiken und
einem internen Modell, mit in der Praxis verwendeten geshätzten Verteilungen der Ri-
siken, zu ziehen, wurden bei den Simulationen die Parameter wie im Standardmodell
verwendet und auh die Werte der Kovarianzmatrix des Standardmodells beibehalten.
Nur die Verteilungen der Risiken wurden den geshätzten Verteilungen des Unternehmens
angepasst. Das heiÿt die Sparte KFZ Haftpiht wird als gammaverteilt, die Sparte Haft-
piht als weibullverteilt und die Sparte Kredit auh als weibullverteilt angenommen.
In der folgenden Tabelle sind die Werte der einzelnen Risiken, der Diversivikations-
eekt und das Gesamtrisikokapital aufgeführt. Für das Standardmodell wurde wieder
die Bezeihnung Standard gewählt und gww steht für die Simulation mit dem Varianz-
Kovarianz-Ansatz, mit den für das Unternehmen geshätzten Verteilungen.
(l) Werte in Mio. Euro (m) in Prozent
Tabelle 7.9: Vergleih Praxisbeispiel und Standardmodell
Wie man sieht, könnte dem Unternehmen bei Verwendung des internen Modells mit
den geshätzten Verteilungen, ausgehend vom Standardmodell, 19% mehr Kapital zur
Verfügung stehen. Das wären in dem Fall 17, 47 Mio. Euro.
Simuliert man die Werte mit der Gumbel-Copula und den geshätzten Verteilungen des
Unternehmens unter Beibehaltung der Parameter und der Werte der Kovarianzmatrix des
Standardmodells, erhöht sih, wie nah den Ergebnissen aus Kapitel 7.3.1 zu erwarten,
das Gesamtrisikokapital. Diese Werte sind in der folgenden Tabelle aufgeführt. Dabei
steht Gumbel für die Simulation mit der Gumbel-Copula und gww für die Simulation mit
dem Varianz-Kovarianz-Ansatz, mit den für das Unternehmen geshätzten Verteilungen.
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(n) Werte in Mio. Euro (o) in Prozent
Tabelle 7.10: Vergleih Praxisbeispiel mit Varianz-Kovarianz-Ansatz und Copula-Ansatz
Wie man hier sieht, erhöht sih das Gesamtrisikokapital bei der Simulation mit der
Gumbel-Copula um 13% und der Diversikationseekt verringert sih um 50%.
In folgender Tabelle wurden die Werte des Standardmodells mit den Werten verglihen,
die mit der Gumbel-Copula und den geshätzten Verteilungen des Unternehmens simu-
liert wurden. Gumbel steht hierbei wieder für die Gumbel-Copula und Standard für das
Standardmodell.
(p) Werte in Mio. Euro (q) in Prozent
Tabelle 7.11: Vergleih Praxisbeispiel mit Copula-Ansatz und Standardmodell
Man sieht, dass dem Unternehmen, selbst bei Verwendung des internen Modells mit den
geshätzten Verteilungen der Risiken und Simulation mit der Gumbel-Copula, ausgehend
vom Standardmodell noh 8% mehr Kapital zur Verfügung stehen könnte. Das wären in
dem Fall immerhin 7, 76 Mio. Euro. Der Diversikationseekt beträgt zwar nur noh 33%
des Standardmodells, jedoh sind die Werte der Einzelrisiken auh teilweise bedeutend
geringer als im Standardmodell.
58
8 Fazit
Ziel dieser Arbeit ist es, die Eignung des Standardmodells zur Berehnung des SCR's für
das Prämienrisiko zu untersuhen, wenn andere Voraussetzungen als im Standardmodell
festgelegt gegeben sind, und wie sih dabei der Diversikationseekt verhält.
Zu diesem Zwek wurden vershiedene Veränderungen bei der Wahl der Simulationsan-
sätze, der Wahl der Verteilungen der einzelnen Risiken und der Wahl der Abhängigkeiten
der Einzelrisiken untereinander vorgenommen und untersuht.
Dabei ergab sih, bei der Simulation mit dem Varianz-Kovarianz-Ansatz und vershiede-
nen Verteilungen, dass sih das Standardmodell, aus Siht der BaFin (Bundesanstalt für
Finanzdienstleistungsaufsiht), bei der Annahme, dass in der Realität nur die Kombina-
tionen von weibull-, gamma- und lognormalverteilten Risiken auftreten, für die Bereh-
nung des SCR's für das Prämienrisiko geeignet, da es im allgemeinen das Gesamtrisiko
niht untershätzt.
Auh die Werte des prozentualen Diversikationseektes liegen bei diesen Verteilungs-
kombinationen noh unter dem Wert des Standardmodells.
Jedoh ist das Standardmodell, aus der Siht des Versiherungsunternehmens, in dem Fall
niht immer zur Berehnung des SCR's für das Prämienrisiko geeignet. da das Unterneh-
men bei Verwendung eines internen Modells teilweise viel weniger Gesamtrisikokapital
zurüklegen müsste.
Andererseits musste festgestellt werden, dass beim Auftreten einer Extremwertverteilung
in der Realität das Standardmodell, aus Siht der BaFin, niht geeignet sein könnte, da
das Gesamtrisiko untershätzt werden kann. Beim Auftreten von zwei Risiken mit Ex-
tremwertverteilungen in der Realität ergab sih bei der Auswertung der Daten, dass mit
Ausnahme einer Verteilungskombination das Standardmodell das reale Gesamtrisiko un-
tershätzt, weshalb es niht geeignet ist. Das Standardmodell kann in dem Fall trotzdem
noh geeignet sein, wenn das Versiherungsunternehmen zusätzlih eine Rükversihe-
rung abshlieÿt.
Bei der Simulation mit dem Copula-Ansatz musste festgestellt werden, dass das Stan-
dardmodell niht für die Berehnung geeignet ist. Es untershätzt das Gesamtrisiko,
welhes durh die obere Tail-Abhängigkeit der Gumbel-Copula höher ausfällt als bei der
Berehnung mit dem Standardmodell.
Auÿerdem ergab sih, dass bei der Simulation mit dem Copula-Ansatz und vershiedenen
Verteilungen die Untershätzung des Gesamtrisikos, bei der Berehnung mit dem Stan-
dardmodell, noh höher ausfallen kann. Des Weiteren konnte anhand einer Verteilungs-
kombination gezeigt werden, dass das Standardmodell für die Berehnung des SCR's für
das Prämienrisiko bei der Simulation mit dem Varianz-Kovarianz-Ansatz geeignet ist, da
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das Gesamtrisiko niht untershätzt wird. Bei bei der Simulation mit dem Copula-Ansatz
versagt das Standardmodell jedoh, da in diesem Fall das Gesamtrisiko untershätzt wird.
Bei Annahme niedriger Abhängigkeiten der Risiken untereinander ergab sih, dass bei
der Simulation mit dem Varianz-Kovarianz-Ansatz, aus Siht der BaFin, das Standard-
modell zur Berehnung geeignet ist, da es das Gesamtrisiko niht untershätzt.
Jedoh eignet sih das Standardmodell niht, bei Annahme niedriger Abhängigkeiten der
Risiken untereinander und Simulation mit dem Copula-Ansatz, da dabei das Gesamtri-
siko untershätzt wird. Bei Annahme hoher Abhängigkeiten der Risiken untereinander
ergab sih hingegen, dass bei der Simulation mit dem Varianz-Kovarianz-Ansatz und dem
Copula-Ansatz, aus Siht der BaFin, das Standardmodell zur Berehnung niht geeignet
ist, da das Gesamtrisiko untershätzt wird.
Bei der Simulation des Praxisbeispiels ergab sih die Erkenntnis, dass sowohl bei der
Simulation mit dem Varianz-Kovarianz-Ansatz als auh bei der Simulation mit dem
Copula-Ansatz das Standardmodell, aus Siht der BaFin, geeignet ist. Aus Siht des Ver-
siherungsunternehmens ist das Standardmodell jedoh bei beiden Simulationsansätzen
niht geeignet, da bei Verwendung eines internen Modells weniger Gesamtrisikokapital
zurükgelegt werden müsste.
Insgesamt lässt sih hieraus der Shluss ziehen, dass die Benutzung eines internen Mo-
dells der Benutzung des Standardmodells vorgezogen werden sollte, wenn genügend gute




Die Lognormalverteilung ist eine der zentralen Wahrsheinlihkeitsverteilungen zur Be-
shreibung von Risiken unter Solveny II und wird insbesondere zur Berehnung des
Solvenzkapitals (SCR) für das Prämien- und Reserverisiko herangezogen. Unter dem
Solveny Capital Requirement (SCR) für ein Risiko in einem Geshäftsfeld wird prinzi-
piell der Untershiedsbetrag zwishen dem zugehörigen Value at Risk zum Siherheitsni-
veau von 99, 5% und den vorhandenen Eigenmitteln, in der Regel in Form eines Risiko-
Erwartungswerts, verstanden.
Statistishe Grundlagen
Besitzt ein niht-negatives Risiko X eine Lognormalverteilung, so ist das logarithmierte
Risiko Y = ln(X) normalverteilt. Die Normalverteilung N(µ, σ2) ist durh die beiden
Parameter µ (Erwartungswert) und σ2 (Varianz) harakterisiert. Die Gröÿe σ =
√
σ2
bezeihnet die Standardabweihung. Wenn m = E(X) den Erwartungswert von X und
s2 = V ar(X) die Varianz von X bezeihnet, so besteht folgende Beziehung zwishen







, s2 = exp(2µ + σ2)(exp(σ2)− 1).
Wenn m und s2 gegeben sind, erhält man durh Auösung dieser Gleihungen nah µ
und σ2

























Die Bestimmung des β-Quantils LNβ = LNβ(µ, σ
2) der Lognormalverteilung mit den
Parametern µ und σ2 erfolgt über das β-Quantil Nβ = Nβ(µ, σ
2) der Normalverteilung
mit den Parametern µ und σ2 gemäÿ




Nβ = ln(LNβ)bzw.LNβ = exp(Nβ)
Das allgemeine β-Quantil Nβ(µ, σ
2) der Normalverteilung steht mit dem β-Quantil Nβ(0, 1)
der Standardnormalverteilung N(0, 1) in folgendem Zusammenhang:
Nβ(µ, σ
2) = µ+ σ ·Nβ(0, 1).
Damit ist das allgemeine β-Quantil der Lognormalverteilung durh:
LNβ(µ, σ
2) = exp(Nβ(µ, σ
2)) = exp(µ+ σ ·Nβ(0, 1)).
gegeben.










, σ2 = ln(1 + s2)
folgt. Daraus ergibt sih für das β-Quantil
LNβ(0, σ










In den Tehnial Speiations zur QIS 5 werden entgegen der statistishen Konvention





Tabelle 9.1: Tabelle mit vershiedenen Verteilungen Teil 1
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Tabelle 9.2: Tabelle mit vershiedenen Verteilungen Teil 2
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Tabelle 9.3: Tabelle mit vershiedenen Verteilungen Teil 3
e=Exponentialverteilung, gamma=Gammaverteilung, weibull=Weibulverteilung, sher=Fisher-




Tabelle zur Beurteilung des Diversikationseektes in Prozent
Tabelle 9.4: Tabelle mit Diversikationseekten in Prozent
e=Exponentialverteilung, gamma=Gammaverteilung, weibull=Weibulverteilung, sher=Fisher-





Alle Verteilungen besitzen den Erwartungswert 1 und die Standardabweihung 0,215.
Lognormalverteilung













, x > 0
(f(x) = 0, sonst) besitzt.
Abbildung 9.1: Lognormalverteilung
Weibullverteilung
Eine Zufallsvariable X hat eine Weibullverteilung mit Parameter α > 0 und λ > 0, wenn
X die Dihte
f(x) = α · λ · xα−1 · exp(−λxα), x > 0










· xα−1 · exp−λx, falls x > 0
(f(x) = 0, sonst) besitzt.
Abbildung 9.3: Gammaverteilung
Exponentialverteilung
Eine Zufallsvariable X hat eine Exponentialverteilung mit Parameter λ > 0, wenn X die
Dihte
f(x) = λ · exp−λx, falls x > 0





Eine Zufallsvariable X hat eine Fisher-Tippett-Verteilung mit Parameter β > 0 und


















Die Kovarianzformel wird unter Solveny II zur rehnerishen Aggregation einzelner SCR
zu einem Gesamt-SCR verwendet. Sie beruht wesentlih auf statistishen Eigenshaften
der multivariaten Normalverteilung.
Statistishe Grundlagen
Besitzen zwei Risiken X und Y eine gemeinsame bivariate Normalverteilung, so ist das
Summenrisiko S = X + Y ebenfalls normalverteilt. Für die resultierende Varianz ergibt
sih
V ar(S) = V ar(X) + V ar(Y ) + 2 ·Kov(X,Y ),
wobei Kov(X,Y) die Kovarianz zwishen X und Y bezeihnet. Mit Hilfe der Korrelation
ρ ∈ [−1, 1] zwishen X und Y lässt sih die Kovarianz einfaher darstellen als
Kov(X,Y ) = ρ · V ar(X) · V ar(Y ).
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Dies hat insbesondere Konsequenzen für die Berehnung der Eigenkapitalanforderung






SCRα(X) + SCRα(Y ) + 2 · ρ · SCRα(X) · SCRα(Y )
Diese Beziehung ist auh der Grund für die alternative Namensgebung Wurzelformel.
Für mehr als zwei gemeinsam normalverteilte Risiken gilt die Formel entsprehend.
Wenn die Korrelation ρ strikt kleiner als 1 ausfällt, ergibt sih
SCRα(S) <
√
SCRα(X)2 + SCRα(Y )2 + 2 · SCRα(X) · SCRα(Y )
=
√
(SCRα(X) + SCRα(Y ))2 = SCRα(X) + SCRα(Y )
so dass in diesem Fall ein Diversikationseekt auftritt (das benötigte Eigenkapital ist
geringer als die Summe der einzeln berehneten Eigenkapitalien). Dies ist insbesondere
der Fall bei einer Korrelation von Null; in diesem Fall sind die Risiken X und Y sogar
stohastish unabhängig. (Diese Shlussweise gilt allerdings in der Regel nur bei gemein-
samer Normalverteilung.)
Anwendungen unter Solveny II
Die Kovarianzformel wird an vershiedenen Stellen zur Aggregation untershiedliher
SCR zu einem Gesamt-SCR unter Berüksihtigung potenzieller Diversikationseekte
verwendet. Dabei werden in der Regel Korrelationen zwishen den vershiedenen Risiken
von CEIOPS vorgegeben, z.B. beim Prämien- und Reserverisiko Non-Life zwishen den
einzelnen Geshäftsfeldern oder auh beim Marktrisiko.
Problematish ist hierbei die unkritishe Anwendung der Kovarianzformel auh auf Risi-
ken, die typisherweise niht normalverteilt sind, wodurh das für Solveny II postulierte
Siherheitsniveau von 99, 5% strenggenommen niht genau getroen wird. Es können
Abweihungen nah oben sowie nah unten eintreten, wobei nur der letztere Fall pro-
blematish ist. Eine praktikable Alternative für einen Standardansatz ist allerdings aus
mathematishen Gründen kaum denkbar.
[28℄
Sonstiges
Erklärung für verdiente und gezeihnete Prämien:
Bei den verdienten Prämien handelt es sih um den Anteil der gezeihneten Prämien, die
im Rehnungszeitraum verdient wurden, während sih die gezeihneten Prämien auf den
Zeitraum der Versiherungspolie erstreken. Die Dierenz zwishen gezeihneten Prä-
mien und verdienten Prämien sind Beträge, die zurükgestellt und in die Rükstellungen
für Prämienüberträge aufgenommen werden.[· · · ]
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Die im jeweiligen Jahr verdienten Prämien haben folgende Form: gezeihnete Prämien
plus Rükstellungen für Prämienüberträge zu Beginn des Geshäftsjahres minus Rük-
stellungen für Prämienüberträge am Ende des Geshäftsjahres. Oder anders dargestellt,
haben sie folgende Form: gezeihnete Prämien minus Dierenz (minus Zuwahs oder plus
Verringerung) bei den Rükstellungen für Prämienüberträge. [· · · ] Bei Nihtlebensversi-
herungen ist zwar gegebenenfalls zu Beginn des Versiherungszeitraums eine Prämie zu
zahlen, aber die Prämien werden kontinuierlih über den gesamten Zeitraum hinweg ver-
dient. Der Versiherer hält zu jedem Zeitpunkt des Versiherungszeitraums einen dem
Versiherungsnehmer in Bezug auf Dienstleistungen und potenzielle Leistungen in der
Zukunft zustehenden Betrag bereit. Dabei handelt es sih um eine Art Kredit, den der
Versiherungsnehmer dem Versiherer gewährt und der als Prämienüberträge bezeihnet
wird.[· · · ][7℄ Anhang A Seite 9-10
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